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АННОТАЦИЯ 
Введение. Практически четверть суши земного шара и две трети территории Российской Федерации, включая зна-
чительные площади с высокой концентрацией природных ресурсов и полезных ископаемых, находятся в зоне рас-
пространения многолетнемерзлых грунтов. Эти грунты обладают структурной неустойчивостью: температурные ко-
лебания приводят к радикальному снижению их прочностных характеристик и развитию значительных деформаций, 
что может критически влиять на безопасность и надежность зданий и сооружений. Географические особенности РФ 
обуславливают необходимость разработки и уточнения расчетных методов для определения температурных полей 
в основаниях грунтов криолитозоны. Рассматривается реализация задачи промерзания и оттаивания грунтового 
массива с использованием численных методов. 
Материалы и методы. Представлены основные положения нелинейной математической модели, описывающей 
температурные превращения в грунтовом массиве с учетом фазового перехода поровой жидкости в лед и соответ-
ствующими теплофизическими процессами. Модель реализована в разрабатываемом авторами специализирован-
ном программном комплексе, реализующем метод конечных элементов. 
Результаты. Проведены численные расчеты температурных воздействий от возводимых зданий и сооружений 
на грунтовый массив в плоской подстановке. Рассматривались численные модели с учетом воздействия граничных 
условий различного типа на расчетную область. Результаты численных расчетов подробно сравнивались с резуль-
татами аналогичных расчетов, выполненных в апробированных программных комплексах. 
Выводы. Сформулированы ключевые механизмы численной модели, описывающей температурные превращения 
в грунтовом массиве, и предложена их реализация с использованием метода конечных элементов. Дополнительно 
представлены рекомендации о дальнейшем развитии численной модели, включая решение деформационной за-
дачи об определении осадки оттаивания грунтового массива.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод конечных элементов, многолетнемерзлые грунты, промерзание, оттаивание, методы 
расчета, теплофизические расчеты
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ABSTRACT
Introduction. Almost a quarter of the Earth’s landmass and two thirds of the territory of the Russian Federation, including 
significant areas with a high concentration of natural resources and minerals, are located in the permafrost zone. These soils 
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have structural instability: temperature fluctuations lead to a radical decrease in their strength characteristics and the devel-
opment of significant deformations, which can critically affect the safety and reliability of buildings and structures. The geo-
graphical features of the Russian Federation necessitate the development and refinement of computational methods for 
determining temperature fields in the bases of cryolithozone soils. This paper discusses the implementation of the problem 
of freezing and thawing of a soil mass using numerical methods. 
Materials and methods. The main provisions of a nonlinear mathematical model describing temperature transformations 
in a soil body, taking into account the phase transition of a pore liquid into ice and the corresponding thermophysical pro-
cesses, are presented. The model was implemented in a specialized software package developed by the authors that imple-
ments the finite element method. 
Results. As part of the study, numerical calculations of the temperature effects of buildings and structures under construc-
tion on the soil mass in a flat substitution were carried out. Numerical models were considered taking into account the impact 
of boundary conditions of various types on the computational domain. The results of numerical calculations were compared 
in detail with the results of similar calculations performed in proven software packages. 
Conclusions. In this paper, the main mechanisms of a numerical model describing temperature transformations in a soil 
body are formulated and their implementation using the finite element method is proposed. Additionally, recommendations 
are presented on the further development of the numerical model, including the solution of the deformation problem of de-
termining the precipitation of thawing of a soil body.

KEYWORDS: finite element method, permafrost soils, freezing, thawing, calculation methods, thermophysical calculations
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ВВЕДЕНИЕ 

Примерно четверть поверхности суши земного 
шара находится в зоне вечной мерзлоты, или так назы- 
ваемой «криолитозоне», характеризующейся нали-
чием многолетнемерзлых грунтов. В Российской 
Федерации значительные территории, в которых со-
средоточены обширные запасы природных ресурсов 
и полезных ископаемых, также сложены многолет-
немерзлыми грунтами. Освоение этих территорий 
сопряжено с рядом существенных инженерно-тех-
нических сложностей: строительство и эксплуата-
ция зданий, сооружений и линейных объектов про-
исходят в условиях потенциальной неустойчивости 
многолетнемерзлых оснований вследствие теплового 
воздействия.

В настоящее время применяются два основ-
ных принципа строительства на многолетнемерзлых 
грунтах. Первый принцип заключается в минимиза-
ции теплового воздействия возводимого сооружения 
на грунты основания с целью предотвращения оттаи-
вания многолетнемерзлых грунтов, что способствует 
сохранению их прочностных и деформационных ха-
рактеристик на всем сроке эксплуатации сооружения. 
Второй предполагает управляемое оттаивание много-
летнемерзлого основания в процессе строительства 
или эксплуатации с последующей стабилизацией 
границы оттаивания, что также обеспечивает безопас-
ность и устойчивость строительных конструкций [1].

При проектировании сооружений с использова-
нием каждого из указанных принципов основопола-
гающей задачей является выполнение теплотехниче-
ского расчета, необходимого для оценки величины 
температурного воздействия на грунты основания 
в процессе строительства и последующей эксплуа-

тации зданий и сооружений. Оценка температурного 
режима в основании сооружений позволяет мини-
мизировать риски, связанные с изменением физико-
механических свойств многолетнемерзлых грунтов 
под воздействием тепла [2, 3]. Оттаивание многолет-
немерзлых грунтов сопровождается резким сниже-
нием их прочностных и деформационных характери-
стик, а также развитием значительных деформаций, 
критических для безопасности и надежности возво-
димых сооружений [4–6]. При наличии в основании 
талых грунтов, напротив, при их промораживании 
возникает риск развития деформаций морозного пу-
чения, служащих причиной большинства аварийных 
ситуаций на объектах строительства в криолитозо-
не [7, 8]. Сложность прогнозирования и расчетной 
оценки деформационных превращений в много-
летнемерзлых и талых грунтах при их оттаивании 
и промораживании соответственно, а также их кри-
тическая значимость и количественное выражение 
предопределяют необходимость совершенствования 
расчетных методов для оценки температурного режи-
ма грунтового основания в процессе строительства 
и эксплуатации зданий и сооружений [9]. 

Первые комплексные теоретические, лаборатор-
ные и полевые исследования свойств грунтов в про-
цессе их оттаивания и промерзания, послужившие 
основой для формирования первых математических 
моделей, описывающих температурно-влажност-
ные и деформационные превращения в промерза-
ющих и оттаивающих грунтах, были произведены 
М.И. Сумгиным и Н.А. Цытовичем в 30-х гг. ХХ в. 
[10, 11]. На ранних этапах исследований определение 
температурных полей в грунтовом массиве выпол-
нялось с использованием ряда существенных упро-



А.Б. Пономарев, Д.С. Кораблев, В.М. Полунин

50

То
м 

15
. В

ы
пу

ск
 1 (

55
)

Ст
ро

ит
ел

ьс
тв

о: 
на

ук
а и

 об
ра

зо
ва

ни
е

щений и допущений: в частности, игнорировалась 
нестационарность тепловых процессов, не учитыва-
лись скрытая теплота фазовых переходов при преоб-
разовании поровой жидкости в лед и обратно, а так-
же содержание физически и химически связанной 
поровой жидкости при отрицательных температурах 
грунта [12, 13]. В дальнейшем, благодаря совершен-
ствованию математического аппарата и росту произ-
водительности электронно-вычислительных машин, 
а также широкому внедрению компьютеризации 
расчетов, стала возможной разработка более точных 
и комплексных математических моделей, учитываю-
щих полный спектр физико-механических процессов 
в грунтовом массиве в течение промерзания и оттаи-
вания [14–18].

Сегодня наибольшую распространенность в ре-
шении задач геотехники получил метод конечных эле-
ментов (МКЭ), заключающийся в разбивке непрерыв-
ной области на дискретные конечные элементы (КЭ),  
связанные друг с другом в узлах и имеющие ограни-
ченное количество степеней свободы за счет конеч-
ного числа узлов в рамках каждого элемента [19]. 
Внешнее воздействие на расчетную область при этом 
задается за счет наложения граничных условий раз-
личного вида [20, 21]. С целью оценки распределения 
температур в грунтовом массиве проводится вычис-
ление температур в узлах КЭ посредством решения 
составленной системы уравнений, полученной исхо-
дя из условий минимизации потенциальной энергии 
и условия, что взаимодействие между КЭ производит-
ся исключительно в узлах.

В практике современного отечественного про-
ектирования широкую применимость получили 
иностранные программные комплексы (ПК), такие 
как PLAXIS, MIDAS GTX, Z-Soil, не учитывающие 
специфику нормативной документации РФ, что при-
водит к проблеме их адаптации и применения в про-
ектной деятельности. Аналогичные отечественные 
программные продукты широко не представлены 
на рынке и, кроме того, зачастую уступают ино-
странным ПК по функциональным возможностям. 
В условиях ограничений, накладываемых на исполь-
зование лицензированных зарубежных ПК, встает 
важная задача по разработке и внедрению собствен-
ного геотехнического программного обеспечения. 
Это обусловлено необходимостью импортозамеще-
ния специализированных программных продуктов, 
что позволит снизить зависимость от иностранных 
разработок и обеспечить соответствие расчетных 
процедур российским стандартам.

Цель настоящего исследования — реализация 
универсальной теплофизической математической мо-
дели промерзающего и оттаивающего грунта в разраба-
тываемом авторами ПК с использованием МКЭ, с воз- 
можностью дальнейшей разработки температурно- 
деформационной модели на базе представленной, 
учитывающей процессы морозного пучения и раз-
витие деформаций оттаивания в талых и многолет-

немерзлых грунтах соответственно. В статье приве-
дены методические аспекты численной реализации 
задачи, включая выбор алгоритмов для решения 
нелинейных уравнений теплопроводности, а также 
результаты численных экспериментов и их анализ, 
сделаны выводы относительно возможностей и огра-
ничений разработанного подхода.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Несмотря на многолетнюю историю развития 
численных методов в строительной отрасли, научно-
техническая и справочная литература не предостав-
ляют возможности подробного изучения математиче-
ского аппарата, являющегося основой современных 
геотехнических комплексов, что способствует значи-
тельному усложнению разработки даже базовых ме-
ханизмов поведения грунтовой среды на основании 
существующих исследований.

В данной статье выполнена реализация матема-
тической теплофизической модели промерзающего 
и оттаивающего грунта с применением языка програм-
мирования Python. Модель интегрирована в разраба-
тываемый авторами специализированный конечно- 
элементный ПК.

Математическая реализация двумерной задачи 
промерзания и оттаивания выполнена на основе зада-
чи Стефана. Главная сложность задачи состоит в не-
обходимости описания динамической границы раз-
дела фаз — фронта промерзания (или оттаивания), 
который изменяет свое положение во времени. Это 
требует решения сопряженной системы уравнений, 
включающей уравнение теплопроводности и усло-
вия на движущейся границе. В двумерном грунтовом 
пространстве процессы промерзания-оттаивания 
в нестационарном режиме описываются уравнением 
теплопроводности следующего вида:

2 2

2 2ρ λ ,T T TC q
t x y

� �� � �
� � �� �� � �� �

(1)

где ρ — плотность сухого грунта, кГ/м; C — удельная 
теплоемкость грунта (талого или мерзлого), Дж/кГ°C;  
T — температура, °C; t — время, с; λ — теплопро-
водность грунта (талого или мерзлого), Вт/м°C;  
х, у — координаты, м; q — мощность внутренних ис-
точников тепла, Вт/м.

Для стационарного режима (установившиеся ус-
ловия) уравнение принимает вид:

2 2

2 2λ 0.T T q
x y

� �� �
� � �� �� �� �

(2)

Скрытая теплота фазовых переходов учитывает-
ся в функции теплоемкости:

0 ,wС С L
T
�

� �
�

(3)

где L0 — объемная скрытая теплота фазовых перехо-
дов, Дж/м3; w — влажность грунта за счет содержа-
ния незамерзшей поровой воды.
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Использование МКЭ позволяет эффективно дис-
кретизировать пространственное решение, разделяя 
исследуемую область на КЭ, в которых решаются 
локальные уравнения теплопроводности. Система 
конечно-элементных уравнений задачи теплопрово-
дности может быть получена минимизацией соот-
ветствующего функционала на множестве функций, 
удовлетворяющих граничным условиям задачи [22]:

[C]{T} + [λ]{T} + [R] = 0, (4)

где [C] — матрица теплоемкости грунта; {T} — век-
тор узловых температур; [λ] — матрица теплопрово-
дности грунта; {R} — вектор правой части.

Искомая функция температуры Т аппроксимиру-
ется на момент времени t в элементах и во всей рас-
сматриваемой области функциями формы N:

 

� � � � � �� �
1
N( , ) T N T .

n
T

i i
i

T x y
�

� �� (5)

В таком случае матрица теплоемкости системы 
имеет вид:

 

� � � � � �
1

С ρ N N .
n

T

i
С dV

�

� � (6)

Матрица теплопроводности системы при этом 
имеет вид:

� � � � � � � � � �
1

λ λ B B α N N ,
n

T T

i
dV dS

�

� ��� � (7)

где [C] — матрица теплоемкости; [N] — матрица 
функций формы конечного элемента; [λ] — матри-
ца теплопроводности; [В] — матрица производных 
функций формы конечного элемента по координатам.

Граничные условия, необходимые для решения 
уравнения (1), могут представлять собой:

1.  Значение температуры на поверхности рас-
сматриваемой области (граничное условие Дирихле):

 
T = T0. (8)

2.  Значение теплового потока через границу рас-
сматриваемой области (граничное условие Неймана):

 

,Tq
n
�

�
�

(9)

где q — плотность теплового потока на рассматрива-
емой границе, Вт/м2; n — вектор направления внеш-
ней нормали к поверхности, м.

3.  Значение температуры за пределами рассма-
триваемой области с учетом коэффициента конвек-
тивного теплообмена на границе рассматриваемой 
области (граничное условие Робена):

λ α( ),a
Tq T T
n
�

� � �
�

(10)

где q — коэффициент конвективного теплообмена 
на границе рассматриваемой области, Вт/м2·°С.

Решение нестационарной температурной за-
дачи выполняется путем дискретизации расчетного 
временного интервала на шаги, в пределах каждого 
из которых производится решение уравнения (1). По-
ложение границы фазового перехода также обновля-
ется на каждом временном шаге согласно уравнению 
Стефана. По достижении требуемого расчетного вре-
мени решение задачи останавливается, позволяя оце-
нить распределение температур в грунтовом массиве 
и их изменение во времени.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

В настоящем разделе представлены результаты 
численного моделирования реализованной темпера-
турной задачи. С целью проверки разработанного ре-
шения проведено сопоставление результатов числен-
ного расчета с результатами решения аналогичных 
задач в апробированном ПК PLAXIS 2D. 

Расчеты производились с использованием тре- 
угольных трехузловых КЭ с интерполяционными по-
линомами первой степени. В ПК PLAXIS 2D исполь-
зовались треугольные шестиузловые КЭ. Геометрия 

Рис. 1. Общий вид расчетной схемы: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal (однородный грунтовый 
массив, стационарная задача)
Fig. 1. General view of the calculation scheme: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal (homogeneous soil 
body, steady problem)

a b



А.Б. Пономарев, Д.С. Кораблев, В.М. Полунин

52

То
м 

15
. В

ы
пу

ск
 1 (

55
)

Ст
ро

ит
ел

ьс
тв

о: 
на

ук
а и

 об
ра

зо
ва

ни
е

Рис. 2. Изополя распределения температур: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal. В расчетной схеме 
применены граничные условия Дирихле (T = 0,4 °C). Расчет выполнялся в стационарной постановке
Fig. 2. Isofields of temperature distribution: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal. Dirichlet boundary condi-
tions are used in the calculation scheme (T = 0.4 °C). The calculation was performed in a steady setting

a b

Рис. 3. Изополя распределения температур: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal. В расчетной схеме 
применены граничные условия Неймана (q = 5 Вт/м2). Расчет выполнялся в стационарной постановке
Fig. 3. Isofields of temperature distribution: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal. Neumann boundary condi-
tions are used in the calculation scheme (q = 5 W/m2). The calculation was performed in a steady setting

a b

Рис. 4. Изополя распределения температур: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal. В расчетной схеме 
применены граничные условия Робена (T = 20 °C, α = 0,0015). Расчет выполнялся в стационарной постановке
Fig. 4. Isofields of temperature distribution: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal. Robin boundary conditions 
are used in the calculation scheme (T = 20 °C, α = 0.0015). The calculation was performed in a steady setting

a b
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Рис. 5. Общий вид расчетной схемы: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal (неоднородное грунтовое 
напластование, нестационарная задача)
Fig. 5. General view of the calculation scheme: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal (homogeneous soil 
massif, non-stationary problem)

a b

Табл. 1. Сравнение результатов стационарных расчетов температурного режима оснований
Table 1. Comparison of the results of steady calculations of the temperature regime of the foundations

Номер Тип задачи Значение T, 
ПО авторов, °С

Значение T, PLAXIS 
2D, °С

Несходимость 
решения,  %

1
Стационарная задача, 

граничные условия Дирихле 
(заданная температура)

0,4013 0,4011 0,05

2
Стационарная задача, 

граничные условия Неймана 
(заданный тепловой поток)

2,002 2,013 0,55

3
Стационарная задача, 

граничные условия Робена 
(конвективный теплообмен)

6,632 6,364 1,07

Рис. 6. Изополя распределения температур: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal. В расчетной схеме 
применены граничные условия Дирихле (T = 10 °C). Расчет выполнялся в нестационарной постановке, время, прило-
женное на этапе возведения сооружения, составляет 1000 дней
Fig. 6. Isofields of temperature distribution: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal. Dirichlet boundary condi-
tions are used in the calculation scheme (T = 10 °C). The calculation was performed in a non-steady setting, time involved in 
the construction phase of the structure is 1,000 days

a b
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расчетной схемы разработана в ПК Gmsh c открытым 
исходным кодом. 

В первую очередь выполнено решение стаци-
онарной теплофизической задачи для однородного 
грунтового напластования. Общий вид расчетной 
схемы представлен на рис. 1. Описание граничных 
условий для каждой задачи приведено в качестве 

подписей к рисункам. Распределение температурных 
полей в грунтовом основании от воздействия внеш-
них условий различного типа показано на рис. 2–6.

Сопоставление результатов численного расчета 
в различных ПК представлено в табл. 1.

В дальнейшем выполнено решение нестацио-
нарной теплофизической задачи для неоднородного 

Рис. 7. Общий вид расчетной схемы: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal (неоднородное грунтовое 
напластование, нестационарная задача)
Fig. 7. General view of the calculation scheme: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal (homogeneous soil 
body, non-steady problem)

a b

Рис. 8. Изополя распределения температур: a — в разработанном ПК; b — в PLAXIS 2D Thermal. В расчетной схеме 
применены граничные условия Неймана (q = 1 Вт/м2). Расчет выполнялся в нестационарной постановке, время, при-
ложенное на этапе возведения сооружения, составляет 365 дней
Fig. 8. Isofields of temperature distribution: a — in the developed PC; b — in PLAXIS 2D Thermal. Neumann boundary condi-
tions are used in the calculation scheme (q = 1 W/m2). The calculation was performed in a non-steady setting, time involved in 
the construction phase of the structure is 365 days

a b

Табл. 2. Сравнение результатов нестационарных расчетов температурного режима оснований
Table 2. Comparison of the results of non-steady calculations of the temperature regime of the foundations

Номер Тип задачи
Глубина чаши 
оттаивания,  

ПО авторов, м

Глубина чаши 
оттаивания,  

PLAXIS 2D, м

Несходимость 
решения,  %

1
Нестационарная задача, 

граничные условия Дирихле 
(заданная температура)

5,83 5,85 0,3

2
Нестационарная задача, 

граничные условия Неймана 
(заданный тепловой поток)

2,31 2,32 0,4
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грунтового напластования с моделированием внешне-
го воздействия от производства строительных работ 
и эксплуатации возведенных зданий и сооружений. 
На первом этапе в расчетной схеме моделируется при-
родное распределение температур в грунтовом мас-
сиве. На последующих этапах осуществляются моде-
лирование возведения сооружений и нестационарная 
оценка теплофизического воздействия на грунтовое 
основание во времени. Общий вид расчетных схем 
представлен на рис. 5 и 7. Описание граничных усло-
вий для каждой задачи приведено в качестве подпи-
сей к рисункам. Распределение температурных полей 
в грунтовом основании от воздействия внешних усло-
вий различного типа показано на рис. 6, 8.

Сопоставление результатов численного расчета 
в различных ПК представлено в табл. 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

В настоящем исследовании рассмотрено ре-
шение задачи промерзания и оттаивания грунта, 
математическая реализация которой выполнена 
на основании нестационарной задачи Стефана с ис-
пользованием языка программирования Python. Мо-
дель интегрирована в разрабатываемый авторами 
специализированный конечно-элементный (ПК).

С целью апробации разработанного решения 
проведено сопоставление результатов численного 
расчета в разработанном авторами ПО с результата-
ми решения аналогичных задач в ПК PLAXIS 2D. 

Расчеты производились с использованием тре-
угольных трехузловых КЭ с интерполяционными 
полиномами первой степени. В ПК PLAXIS 2D при-
менялись треугольные шестиузловые КЭ. Геометрия 
расчетной схемы разработана в ПК Gmsh c открытым 
исходным кодом. 

Выполнено решение стационарной теплофизиче-
ской задачи для однородного грунтового напластования 
с использованием граничных условий Дирихле, Нейма-
на и Робена (заданная температура, заданный тепловой 
поток, конвективный теплообмен на границе). Конечно-

элементный анализ решения температурной задачи ка-
чественно показывает удовлетворительную сходимость 
с апробированным лицензированным зарубежным про-
граммным обеспечением. Расхождение в определении 
температурных полей и границ зоны оттаивания грун-
тового массива составляет не более 1 %.

В дополнение осуществлено численное моде-
лирование строительства здания и устройства трубо-
провода, возводимых на многолетнемерзлых грунтах. 
С целью оценки величины температурного воздей-
ствия выполнено решение нестационарной тепло-
физической задачи для неоднородного грунтового 
напластования с использованием граничных условий 
Дирихле и Неймана. Расчетная модель учитывает этап-
ность возведения строительных конструкций и соору-
жений. Конечно-элементный анализ решения неста-
ционарной температурной задачи также качественно 
показывает удовлетворительную сходимость с апро-
бированным лицензированным зарубежным ПО.  
Расхождение в определении температурных полей 
и границ зоны оттаивания грунтового массива состав-
ляет не более 1 %.

Несмотря на то что решение задачи о распреде-
лении температурных полей в грунтовом массиве яв-
ляется основополагающим для оценки безопасности 
и надежности возводимых конструкций в условиях 
залегания многолетнемерзлых грунтов, комплексное 
расчетное обоснование строительства в криолитозоне 
следует производить с учетом температурно-деформа-
ционного анализа системы «основание – здание – со-
оружение». Для решения задачи об установлении де-
формаций морозного пучения или осадки оттаивания 
рационально использовать численные методы. Разра-
ботанная и реализованная авторами задача промерза-
ния и оттаивания грунтового массива может служить 
основанием для создания комплексной деформацион-
ной модели промерзающего или оттаивающего грун-
та, разработка которой позволит повысить точность 
решения геотехнических и инженерных задач в усло-
виях залегания многолетнемерзлых грунтов.
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