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АННОТАЦИЯ
Введение. Приведен обзор литературы по способам математического моделирования стационарных и нестационарных 
температурных полей ограждающих конструкций зданий. Показано, что температурное состояние ограждения влияет 
на энергосбережение и энергоэффективность здания. Разработка методов расчета температурного режима особенно 
актуальна в условиях появления новых конструктивных решений и теплоизоляционных материалов, например приме-
нения фазопереходных материалов, использования зданий с нулевым энергопотреблением и рассмотрения вопросов 
зеленого строительства.
Материалы и методы. Использованы российские и зарубежные источники, в частности российские статьи из спи-
ска ВАК, диссертации кандидатов технических наук. Проанализированы зарубежные источники, проиндексирован-
ные в международных базах данных (Scopus и Web of Science).
Результаты. Отмечена работа А.В. Колесниковой, в которой рассматривается физико-математическая модель для 
описания нестационарного двухмерного теплопереноса в неоднородном фрагменте. Приведена работа Л.А. Пульдас 
с исследованием многофакторной теплофизической модели, в которой учитывались многослойность конструкций, 
нестационарность процессов, наличие влаги и газовых сред. Представлен подход Т.А. Мирошниченко, который ре-
шает задачу о влиянии цилиндрического коннектора на тепловое состояние трехслойной ограждающей конструкции 
в цилиндрической системе координат. Изучены математическая модель и программное обеспечение Н.С. Котляро-
вой, позволяющие определить трехмерное температурное поле и дополнительные тепловые потери. 
Выводы. Оптимальным способом определения температурного поля ограждающей конструкции здания являет-
ся использование нелинейного двухмерного или трехмерного нестационарного уравнения теплопроводности. При 
сложной геометрии объекта возможно разбить пространственно-временную область на ряд подобластей со своими 
граничными условиями. При совмещенной задаче можно добавить к уравнению теплопроводности ряд уравнений, 
например уравнения переноса водяного пара, воздуха, воды, льда.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: математическая модель, математическое моделирование, граничные условия, теплопровод-
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ABSTRACT 
Introduction. This paper provides a literature review on methods for mathematically modelling steady-state and transient 
temperature fi elds in building envelopes. It is demonstrated that the thermal state of the envelope aff ects the energy conser-
vation and energy effi  ciency of a building. It is noted that the development of temperature calculation methods is particularly 
relevant given the emergence of new design solutions and thermal insulation materials, such as the use of phase-change 
materials, the development of zero-energy buildings, and the consideration of green building.
Materials and methods. The literature review was written using both Russian and international sources. Russian papers 
from the Higher Attestation Commission (HAC) list and dissertations by candidates of technical sciences (PhD) were used. 
International sources indexed in international databases (Scopus and Web of Science) were also included.
Results. The paper describes the work of A.V. Kolesnikova, which considers a physical and mathematical model for de-
scribing non-stationary two-dimensional heat transfer in a heterogeneous fragment. The paper of L.A. Puldas is presented, 
examining a multifactor thermophysical model that takes into account the multi-layered nature of structures, the non-station-
arity of processes, and the presence of moisture and gaseous media. The approach of T.A. Miroshnichenko, which solves 
the problem of the infl uence of a cylindrical connector on the thermal state of a three-layer enclosing structure in a cylindri-
cal coordinate system, is considered. The mathematical model and software of N.S. Kotlyarova, allowing one to determine 
the three-dimensional temperature fi eld and additional heat losses, are studied.
Conclusions. The optimal way to determine the temperature fi eld of a building’s enclosing structure is to use a nonlinear 
two-dimensional or three-dimensional transient heat equation. For complex object geometry, it is possible to divide the spa-
tiotemporal domain into a number of subdomains with their own boundary conditions. For a combined problem, it is possible 
to supplement the heat equation with other equations, such as the equations for the transport of water vapor, air, water, and ice.

KEYWORDS: mathematical model, mathematical modelling, boundary conditions, thermal conductivity, temperature fi eld, 
temperature-moisture fi eld, heat transfer, energy saving, energy effi  ciency, energy consumption
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение температурного поля узлов различных 
ограждающих конструкций зданий является актуаль-
ной задачей в строительстве. Именно температурное 
состояние ограждения влияет на приведенное сопро-
тивление теплопередаче, тепловые потери и, как след-
ствие, на энергосбережение и энерго эффективность 
здания [1–5]. Грамотно рассчитанный температур-
ный режим ограждающей конструкции приводит 
к созданию благоприятных температурных условий 
в помещении [6–9], что способствует повышению ка-
чества жизни человека [10].

Исследование теплопереноса в различных ограж-
дающих конструкциях должно учитывать их особен-
ности. Теплоперенос принципиально по-разному 
рассчитывается для стен [11, 12], кровель [13] и све-
топрозрачных ограждений [14, 15]. Температурный 
режим непрозрачных конструкций возможно рассма-
тривать либо на основании уравнения теплопроводно-
сти [16–18], либо он может быть осложнен переносом 
влаги [19–24]. Расчеты светопрозрачных ограждаю-
щих конструкций ведутся с учетом светового комфор-
та в помещении, а также необходимости учитывать 
воздушную прослойку между окнами [14]. Разработка 
различных методов расчета температурного режима 

актуальна в условиях появления новых конструктив-
ных [25–27] и тепло изоляционных материалов [28–30]. 
Например, в жарких странах используются здания 
с фазопереходными материалами [31]. Также строятся 
сооружения нового типа. Особенно важны разработки 
зданий с нулевым энергопотреблением [32, 33] и во-
просы зеленого строительства [34].

Математическое моделирование температурно-
го режима выполняется как с разработкой компью-
терных программ [35, 36], так и с применением про-
граммных комплексов [37–40]. Наиболее сложные 
расчетные случаи появляются, когда требуется моде-
лировать различные узлы здания, например, оконные 
откосы, сопряжения колонн и кровель и т.д. Климати-
ческие условия разных районов строительства отли-
чаются и создают уникальные краевые условия для 
температурных полей [41, 42]. Ученые всего мира 
отдельно изучают температурные режимы огражда-
ющих конструкций зданий, построенных в разных 
странах. Примером служат исследования теплопе-
реноса в зданиях Китая [43], Новой Зеландии [44], 
Италии [45], Великобритании [46].

Задача исследования — проведение обзора 
литературы по способам математического модели-
рования температурных полей ограждающих кон-
струкций зданий.
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Обзор литературы включал изучение и описа-
ние российских и зарубежных источников. Исполь-
зовались российские статьи из списка ВАК, диссер-
тации кандидатов технических наук, согласно базе 
данных1. Описывались зарубежные источники, про-
индексированные в международных базах данных 
(Scopus и Web of Science). На работы всех авторов 
приведены библиографические ссылки.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Математическая модель нестационарного 
температурного поля в двухмерной постановке

А.В. Колесникова предложила для описания 
нестационарного двухмерного теплопереноса в не-
однородном керамзитобетонном фрагменте приме-
нять физико-математическую модель, показанную 
на рис. 1 [47].

Теплоперенос в областях 1 и 2 (рис. 1) описы-
вается следующими уравнениями [47]:
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где ρ — плотность слоя, кг/м3; tg,ins — температура 
внешней среды, °С; tg,e — температура наружного 
воздуха, °С.

Далее автор приводит график, показанный 
на рис. 2, на котором показано распределение тем-
пературы в неоднородном фрагменте. Максималь-
ное возмущение температурного поля наблюдается 
в зонах стыка утеплителя и керамзитобетона [47].

Приводится график зависимости теплового по-
тока (рис. 3) для неоднородной и однородной стены 
в разные моменты времени [47].

Согласно исследованию, время выхода на стаци-
онар исследуемой конструкции составило 60 ч [47].

Теплофизическая модель нестационарного 
температурного поля в гражданских зданиях

В работе Л.А. Пульдас была разработана тепло-
физическая модель, в которой учитывались следу-
ющие особенности: многослойность конструкций 
стенок ограждений; нестационарность теплофизи-
ческих процессов; решение задачи в двухмерной 
и трехмерной постановках, наличие влаги и газо-
вых фаз, а также фазовых переходов в многофазной 

x1 x xk x

y

yk

y2

y1

0

1
2

Рис. 1. Поперечное сечение фрагмента стены по данным 
А.В. Колесниковой: 1 — конструкционный материал; 2 — 
утеплитель [47]
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Рис. 2. Изотермы в поперечном сечении неоднородно-
го керамзитобетонного фрагмента стены при τ = 168 ч 
по данным А.В. Колесниковой [47]
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среде. Трехмерная постановка использовалась для 
анализа процессов в угловых частях зданий [48].

Также в предложенной модели учитывался 
баланс массы каждой отдельной фазы: газа (смеси 
идеальных газов), воды, льда. Уравнения можно за-
писать в виде [48]:

• для водяного пара:

    (11)

• для воздуха:

 a a
a a

 (12)

• для воды:

  (13)

• для льда:

 
    1

.

n n
S Sij ij

ij lS ijV I Vt

0 0 
  

 (14)

Автор выводит уравнение баланса внутренней 
энергии многофазной среды [48]:

   (15)

Начальное распределение температур параме-
тров на момент времени t = 0 [48]:

 T = T0(t0, x, y); (16)

  (17)

  (18)

 ρl = ρl(t0, x, y); (19)

 ρS = ρS(t0, x, y). (20)

Математическая модель нестационарного 
тепло- и влагопереноса в многослойных 
ограждающих конструкциях с включениями

Т.А. Мирошниченко изучает влияние цилин-
дрических теплотехнических неоднородностей 
на температурное поле трехслойной ограждаю-
щей конструкции, состоящей из кирпичной кладки 
с двух сторон и утеплителя в центре стены [49].

Задача решается с применением цилиндриче-
ской системы координат. Схема приведена на рис. 4 
[49].

Расчетная геометрическая область разбивается 
на четыре подобласти [49]. Теплоперенос в каждой 
из подобластей описывается нелинейным нестацио-
нарным двухмерным уравнением теплопроводности 
[49]:

  (21)

  ( ),0 ,  , 1, 4;  x� ���t t x � �     (22)

  (23)

  (24)

  (25)

  (26)

; (27)

    
;

 (28)

 
;

 (29)

  (30)

0 0,1 0,2 0,3 0,4 x

q

20
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80 3
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2

Рис. 3. Распределение плотностей тепловых потоков по х 
в сечении Yk/2 для неоднородной (1, 2) и однородной (3) 
керамзитобетонной стены в различные моменты времени 
t, ч: 1 — 12; 2, 3 — 168 по данным А.В. Колесниковой [47]
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  (31)

  (32)

  (33)

Численно задача решена методом расщепления 
Н.Н. Яненко. На каждом временном шаге было рас-
смотрено два этапа. Сначала решалась одномерная 
задача в направлении r, а перенос тепла в направ-
лении х не учитывался. Затем производилось реше-
ние одномерной задачи в направлении х, а перенос 
тепла в направлении r не учитывался. Далее автор, 

аналитически решая задачу, применяет итераци-
онно-интерполяционный метод (ИИМ). Решение 
нестационарного теплопереноса проверено на сгу-
щающихся сетках по пространству и времени. Поле 
изотерм в трехслойной конструкции с коннектором 
и без него представлено на рис. 5 [49].

Автором проведен эксперимент по определе-
нию температурных полей и теплозащитных свойств 
материалов. Испытания осуществлялись в лаборато-
рии в климатической камере, состоящей из холодной 
зоны объемом 30 м3 и теплой зоны объемом 28 м3, 
был выполнен фрагмент трехслойной ограждаю-
щей конструкции размерами 2450 × 2800 × 660 мм. 
На расстоянии 380 мм друг от друга заделаны датчи-
ки температуры из стеклопластика [49].

Результаты испытаний представлены на рис. 6, 7 
[49].

Математическая постановка задачи 
для температурного поля в ограждающих 
конструкциях в зоне установки отопительного 
прибора

Математическую модель и компьютерную про-
грамму для определения трехмерных температурных 
полей и дополнительных тепловых потерь в зоне 
установки стального панельного радиатора разрабо-
тала Н.С. Котлярова [50].

С целью решения задачи местного нагрева ав-
тор применяет метод источников, в основе лежит 
принцип суперпозиции температурных полей [50]:

 � � �2 �  (34)

Для того чтобы получить аналитическое реше-
ние по методу источников, используется готовое ре-
шение, по которому находится температура в любой 
точке и момент времени неограниченного по осям x, 
y, z тела [50]:

  (35)

1 2 3

x1 x2 x3 x4 xk x

R

Rk

0

r

4

Рис. 4. Схема трехслойного наружного ограждения с кон-
нектором: 1–3 — внутренний, средний и наружный слой 
ограждения; 4 — коннектор по данным Т.А. Мирошни-
ченко [49]
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Рис. 5. Поле изотерм в трехслойной ограждающей конструкции: a — без коннектора при τmin = 24 ч; b — с коннектором 
при τmin = 24 ч по данным Т.А. Мирошниченко [49]
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Автор получает аналитические решения по опре-
делению температурного поля ограждающей кон-
струкции здания, которая нагревается отопительным 
прибором [50].

Далее Н.С. Котлярова рассматривает однослой-
ную ограждающую конструкцию в виде неограни-
ченной пластины по осям х и у толщины δ, показан-
ную на рис. 8 [50].

К поверхности z прикладывается неравномер-
но распределенный источник тепла, изменяющийся 
по определенному закону. Дифференциальное урав-
нение и граничные условия [50]:

 � � �
�

�
�

�
z

0

0

0

0

0

0 0 (36)

 
в.в в.п

 (37)

 н.п н.в  (38)

  (39)

 t(x, y, z, 0) = t0. (40)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

А.В. Колесниковой была предложена физико-
математическая модель для описания нестационар-
ного двухмерного теплопереноса в неоднородном 
фрагменте. Данная модель описывается нелиней-
ным двухмерным нестационарным уравнением те-
плопроводности, которое автор предлагает решить 
при помощи метода расщепления Н.Н. Яненко. 
В качестве результата автор приводит графики рас-
пределения температуры в неоднородном фрагмен-
те, согласно исследованию, время выхода на стаци-
онар составило 60 ч.

Л.А. Пульдас рассмотрела многофакторную за-
дачу и разработала теплофизическую модель, в ко-
торой учитывалась многослойность конструкций, 
нестационарность процессов, наличие влаги и газо-
вых сред. Также были записаны уравнения баланса 
массы для каждой отдельной фазы: газа, воды, льда. 
В результате получено уравнение баланса внутрен-
ней энергии многофазной среды.

Математическая модель и программное обес-
печение, определяющее трехмерное температурное 
поле и дополнительные тепловые потери, разрабо-
таны Н.С. Котляровой. Для решения задачи автор 
применяет метод источников, в основе которого ле-
жит принцип суперпозиции температурных полей. 
Рассматривается однослойная ограждающая кон-
струкция в виде неограниченной пластины по осям 
х и у толщины δ и записываются дифференциальное 
уравнение и граничные условия для внутренней по-
верхности ограждения поверхностным нормально 
распределенным источником теплоты.

Т.А. Мирошниченко решает задачу о влиянии 
цилиндрического коннектора на тепловое состоя-

0
q(x y)

x

y

z

S

00

0

Рис. 8. Схема нагрева внутренней поверхности ограж-
дения поверхностным нормально распределенным ис-
точником теплоты (отопительным прибором) по данным 
Н.С. Котляровой [50]
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Рис. 6. Характер распределения температур в стене с кон-
нектором 2 по данным Т.А. Мирошниченко (1 — аппрок-
симирующая зависимость) [49]

Рис. 7. Характер распределения перепадов температур 
по данным Т.А. Мирошниченко [49]
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ние трехслойной ограждающей конструкции в ци-
линдрической системе координат. Теплоперенос 
в каждой из областей можно описать нелинейным 
нестационарным двухмерным уравнением тепло-
проводности. Численно задача решилась при по-
мощи расщепления Н.Н. Яненко. На каждом шаге 
было два этапа: решалась одномерная задача в на-
правлении r, перенос тепла в направлении х не учи-
тывался, затем задача решалась в направлении х, 
а теплоперенос не учитывался в направлении r.

В результате анализа литературы установлено, 
что оптимальный способ определения температурно-

го поля ограждающей конструкции здания — исполь-
зование нелинейного двухмерного или трехмерного 
нестационарного уравнения теплопроводности. При 
сложной геометрии объекта возможно разбить про-
странственно-временную область на ряд подобластей 
со своими граничными условиями, а общую тепло-
техническую задачу разбить на серию подзадач. При 
совмещенной задаче можно добавить к уравнению те-
плопроводности ряд уравнений, например уравнения 
переноса водяного пара, воздуха, воды, льда. В ряде 
случаев эффективно заменить классическую декарто-
вую систему координат на цилиндрическую.
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INTRODUCTION

The study of the temperature distribution in various 
building envelope components is a key issue in the con-
struction industry. It is the thermal state of the building 
envelope that infl uences the thermal resistance, heat 
loss and, consequently, the energy conservation and en-
ergy effi  ciency of a building [1–5]. A properly calculat-
ed temperature regime for the building envelope leads 
to the creation of favourable indoor temperature condi-
tions [6–9], which contributes to an improved quality 
of life [10].

Any study of heat transfer in various building 
envelopes must take their specifi c characteristics into 
account. Heat transfer is calculated in fundamentally 
diff erent ways for walls [11, 12], roofs [13] and trans-
lucent building envelopes [14, 15]. The thermal behav-
iour of opaque structures can be analyzed either using 
the heat conduction equation [16–18], or it may be 
complicated by moisture transfer [19–24]. Calculations 
for translucent enclosing structures are carried out taking 
into account indoor lighting comfort, as well as the need 
to account for the air gap between windows [14]. 
The development of various methods for calculating 
thermal conditions is relevant in the context of the emer-
gence of new structural [25–27] and thermal insula-
tion materials [28–30]. For example, in hot countries, 
buildings incorporating phase-change materials are 
used [31]. New types of structures are also being built. 
Of particular importance are developments in zero-
energy buildings [32, 33] and issues relating to green 
building [34].

Mathematical modelling of thermal conditions is 
carried out both through the development of computer 
programmes [35, 36] and the use of software packages 
[37–40]. The most complex calculation scenarios arise 
when it is necessary to model various building compo-
nents, such as window reveals, the junctions between 
columns and roofs, and so on. Climatic conditions vary 
across diff erent construction regions, creating unique 

boundary conditions for temperature fi elds [41, 42]. 
Scientists worldwide are conducting separate studies 
on the thermal regimes of building envelopes constructed 
in diff erent countries. Examples include studies of heat 
transfer in buildings in China [43], New Zealand [44], 
Italy [45] and the United Kingdom [46].

The aim of this study is to review the literature 
on methods for the mathematical modelling of tempera-
ture fi elds in building envelopes.

MATERIALS AND METHODS

The literature review involved the study and de-
scription of Russian and foreign sources. Russian arti-
cles from the Higher Attestation Commission (HAC) list 
and PhD theses in technical sciences were used, as per 
the database1. Foreign sources indexed in international 
databases (Scopus and Web of Science) were described. 
Bibliographical references are provided for the works 
of all authors.

RESEARCH RESULTS

Mathematical model of a non-stationary 
temperature fi eld in a two-dimensional formulation

A.V. Kolesnikova proposed using the physical-
mathematical model shown in Fig. 1 to describe non-
stationary two-dimensional heat transfer in a non-
homogeneous expanded clay concrete section [47].

Heat transfer in regions 1 and 2 (Fig. 1) is de-
scribed by the following equations [47]:

  (1)

  0 ( , ), 1.2;� ��� � � �     (2)

 
 1

,1 0 0 1 0 ;( )����� �
�

� �
�  


   


 (3)

1 DisserCat. URL: https://www.dissercat.com/
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where ρ — is the density of the layer, kg/m³; tg,ins — 
is the ambient temperature, °C; tg,e — is the outside air 
temperature, °C. 

The author then presents the graph shown in Fig. 2, 
which illustrates the temperature distribution within a non-
uniform section. The maximum disturbance of the temper-
ature fi eld is observed at the interface between the insula-
tion and the expanded clay concrete [47].

A graph of the heat fl ux (Fig. 3) for a non-uniform 
and a uniform wall at diff erent points in time is pro-
vided [47]. 

According to the study, the time taken for the struc-
ture under investigation to reach steady state was 60 
hours [47].

A thermophysical model of the transient 
temperature fi eld in civil buildings

In the work by L.A. Puldas, a thermophysical mod-
el was developed that took into account the following 
features: the multi-layered nature of building envelope 
structures; the non-stationary nature of thermophysical 
processes; the solution of the problem in two-dimen-
sional and three-dimensional formulations; the presence 
of moisture and gaseous phases; and phase transitions 
in a multi-phase medium. The three-dimensional for-
mulation was used to analyze processes in the corner 
sections of buildings [48].

The proposed model also took into account 
the mass balance of each individual phase: gas (mix-
tures of ideal gases), water, and ice. The equations can 
be written as follows [48]:

• for water vapour:

    (11)

• for air:

 � �
� �

 (12)

• for water:

  (13)

• for ice:

 
    1

.

n n
� �i� i�

i� �� i�� � �t

ρ ρ 
  

 (14)

The author derives the internal energy balance 
equation for a multiphase medium [48]:

   (15)

Initial distribution of parameter temperatures 
at time t = 0 [48]:

 T = T0(t0, x, y); (16)

  (17)

 � �  (18)

 ρl = ρl(t0, x, y); (19)

 ρS = ρS(t0, x, y). (20)

x1 x xk x

y

yk

y2

y1

0

1
2

Adiabatic conditions

Adiabatic conditions

Fig. 1. Cross-section of a wall section based on data by 
A.V. Kolesnikova: 1 — structural material; 2 — insulation [47]
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A mathematical model of unsteady heat 
and moisture transfer in multi-layer building 
envelopes with inclusions

T.A. Miroshnichenko investigates the influence 
of cylindrical thermal inhomogeneities on the temperature 
fi eld of a three-layer building envelope consisting of brick-
work on both sides and insulation in the centre of the wall 
[49]. 

The problem is solved using a cylindrical coordi-
nate system. A schematic diagram is shown in Fig. 4 [49].

The computational geometric domain is divid-
ed into four subdomains [49]. Heat transfer in each 
of the subdomains is described by a non-linear, non-sta-
tionary two-dimensional heat conduction equation [49]:

  (21)

  ( ),0 ,  , 1.40 xi i int t x D i     (22)

  (23)

  (24)

  (25)

  (26)

0 (27)

    
0

 (28)

 
0

 (29)

  (30)

  (31)

  (32)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 x, m
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0.05

0.10

0.15

0.20

9.5
4.0 –1.5

–7.0

–13

–18

–24

–29

–35

Fig. 2. Isotherms in a cross-section of a non-homogeneous ex-
panded clay concrete wall section at τ = 168 h, based on data 
by A.V. Kolesnikova [47]

0 0 1 0 2 0 3 0 x

q

20

40

60

80 3

1

2

Fig. 3. Distribution of heat fl ux densities along the x-direction 
in the Yk/2 cross-section for a non-homogeneous (1, 2) and ho-
mogeneous (3) expanded clay concrete wall at various times t, h: 
1 — 12; 2, 3 — 168, based on data by A.V. Kolesnikova [47]

1 2 3

x1 x2 x3 x4 xk x

R

Rk

0

r

4

Fig. 4. Diagram of a three-layer external barrier with a con-
nector: 1–3 — inner, middle and outer layers of the barrier; 
4 — connector, according to T.A. Miroshnichenko [49]
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The problem was solved numerically using 
N.N. Yanenko’s splitting method. Two stages were 
considered at each time step. First, the one-dimension-
al problem in the r-direction was solved, whilst heat 
transfer in the x-direction was not taken into account. 
Then, the one-dimensional problem in the x-direction 
was solved, whilst heat transfer in the r-direction was 
not taken into account. The author then applies the iter-
ative-interpolation method (IIM) to solve the problem 
analytically. The solution for unsteady heat transfer was 
verifi ed on refi ning grids in space and time. The iso-
thermal fi eld in a three-layer structure with and without 
a connector is shown in Fig. 5 [49].

The author conducted an experiment to determine 
the temperature fi elds and thermal insulation properties 
of the materials. The tests were carried out in a labora-
tory in a climatic chamber consisting of a cold zone 

with a volume of 30 m³ and a warm zone with a volume 
of 28 m³; a section of a three-layer building envelope 
structure measuring 2,450 × 2,800 × 660 mm was con-
structed. Fibreglass temperature sensors were installed 
at a distance of 380 mm from one another [49].

The test results are shown in Fig. 6 and 7 [49].

Mathematical formulation of the problem 
for the temperature fi eld in building envelopes 
in the area where a heating appliance is installed

A mathematical model and computer program for de-
termining three-dimensional temperature fi elds and addi-
tional heat losses in the area where a steel panel radiator is 
installed were developed by N.S. Kotlyarova [50].

To solve the problem of local heating, the author 
applies the source method, which is based on the prin-
ciple of superposition of temperature fi elds [50]:

 � � �2 �  (34)

To obtain an analytical solution using the source 
method, a ready-made solution is used to determine 
the temperature at any point and at any time in a body 
that is unbounded along the x, y and z axes [50]:

  (35)

The author derives analytical solutions for deter-
mining the temperature fi eld of a building envelope 
heated by a heating appliance [50]. 

N.S. Kotlyarova then considers a single-layer 
building envelope in the form of an unbounded 
plate along the x and y axes of thickness δ, as shown 
in Fig. 8 [50].

A non-uniformly distributed heat source, vary-
ing according to a specifi c law, is applied to surface z. 
The diff erential equation and boundary conditions [50]:

 � � �
x

�
y

�
z

2

2

2

2

2

2 ; (36)
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а b
Fig. 5. Isotherm fi eld in a three-layer building envelope: a — without a connector at τmin = 24 h; b — with a connector at τmin = 24 h, 
according to data by T.A. Miroshnichenko [49]
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Fig. 6. Temperature distribution pattern in a wall with connec-
tor 2, based on data by T.A. Miroshnichenko (1 — approxi-
mate relationship) [49]
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a.ext a.in

 (37)

 g.ext a.ext  (38)

  (39)

 t(x, y, z, 0) = t0. (40)

CONCLUSION AND DISCUSSION

A.V. Kolesnikova has proposed a physical-math-
ematical model to describe unsteady two-dimensional 
heat transfer in a heterogeneous region. This model is 

described by a non-linear two-dimensional transient 
heat conduction equation, which the author proposes 
to solve using N.N. Yanenko’s splitting method. As 
a result, the author presents graphs of the temperature 
distribution in a heterogeneous fragment; according 
to the study, the time to reach steady state was 60 hours.

L.A. Puldas examined a multi-factor problem 
and developed a thermophysical model that took into 
account the multi-layered nature of structures, the tran-
sient nature of processes, and the presence of moisture 
and gaseous media. Mass balance equations were also 
derived for each individual phase: gas, water and ice. 
As a result, an internal energy balance equation 
for the multiphase medium was obtained.

The mathematical model and software used to de-
termine the three-dimensional temperature fi eld and ad-
ditional heat losses were developed by N.S. Kotlyaro-
va. To solve the problem, the author applies the source 
method, which is based on the principle of superposi-
tion of temperature fi elds. A single-layer building enve-
lope in the form of an unbounded plate along the x and y 
axes of thickness δ is considered, and the diff erential 
equation and boundary conditions for the inner surface 
of the envelope with a surface normally distributed heat 
source are derived.

T.A. Miroshnichenko solves the problem of the in-
fl uence of a cylindrical connector on the thermal state 
of a three-layer building envelope in a cylindrical co-
ordinate system. Heat transfer in each of the regions 
can be described by a non-linear, non-stationary, two-
dimensional heat conduction equation. The problem 
was solved numerically using N.N. Yanenko’s split-
ting method. Each step consisted of two stages: a one-
dimensional problem was solved in the r-direction, with 
heat transfer in the x-direction ignored; then the prob-
lem was solved in the x-direction, with heat transfer 
in the r-direction ignored. 

A review of the literature has shown that the opti-
mal method for determining the temperature distribu-
tion within a building’s envelope is to use a non-linear 
two-dimensional or three-dimensional transient heat 
conduction equation. In the case of complex object ge-
ometry, it is possible to divide the space-time domain 
into a number of sub-domains with their own boundary 
conditions, and to break down the overall thermal prob-
lem into a series of sub-problems. For a coupled prob-
lem, a number of equations can be added to the heat 
conduction equation, for example, equations govern-
ing the transport of water vapour, air, water and ice. In 
a number of cases, it is eff ective to replace the classical 
Cartesian coordinate system with a cylindrical one.
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