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АННОТАЦИЯ
Введение. Изучаются закономерности распространения гармонических продольных волн в дискретно-неоднород-
ных линейно-упругих стержнях. Актуальность обусловлена задачей управляемого переноса и локализации механи-
ческой энергии в инженерных системах. Цель исследования — разработать общее аналитическое решение волно-
вого поля для полубесконечных дискретно-неоднородных стержней, состоящих из произвольного количества слоев, 
а также показать, что выбор последовательности слоев, их толщин и контрастов механических параметров (модуля 
упругости, плотности и акустического импеданса) позволяет управлять амплитудно-частотными характеристиками 
и создавать зоны усиления и ослабления колебаний в заданных диапазонах частот.
Материалы и методы. Предложено общее аналитическое решение для стержней, составленных из конечного числа 
слоев с кусочно-постоянными параметрами. В каждом слое поле представляется суперпозицией встречных бегущих 
волн, а на границах раздела сред выполняются условия непрерывности перемещений и нормальных напряжений. 
Это приводит к матричному описанию (метод передаточных (импедансных) матриц)), позволяющему: вычислять ком-
плексные амплитуды в слоях, получать коэффициенты отражения/прохождения для заданной частоты возбуждения ω 
и строить амплитудно-частотные характеристики в произвольной точке стержня. Приведена методика численного ко-
нечно-элементного моделирования дискретно-неоднородных стержневых моделей в программном комплексе ANSYS 
Mechanical APDL.
Результаты. Показано, что дискретная неоднородность материала позволяет целенаправленно формировать ам-
плитудно-частотные характеристики и управлять волновыми процессами, создавая зоны усиления или ослабления 
колебаний. На примере трехслойного стержня приведены зависимости амплитуд колебаний от параметров мате-
риала (разных скоростей распространения волн в среде) и частоты внешнего воздействия. Выполнена численная 
верификация с аналитическим решением, подтвердившая корректность методики моделирования.
Выводы. Полученные результаты открывают перспективы практического применения при решении инженерных 
задач, включая проектирование сейсмических барьеров, волноводов и фильтров с заданными динамическими свой-
ствами, повышающих устойчивость конструкций к вибрационным и сейсмическим воздействиям.
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ABSTRACT
Introduction. The regularities of the propagation of harmonic longitudinal waves in discretely inhomogeneous linearly elastic 
rods are investigated. The relevance of the study is due to the problem of controlled transfer and localization of mechanical 
energy in engineering systems. The aim of the work is to develop a general analytical solution for the wave fi eld in semi-infi -
nite discretely inhomogeneous rods consisting of an arbitrary number of layers, as well as to show that the choice of the se-
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quence of layers, their thicknesses, and the contrasts of mechanical parameters (Young’s modulus, density, and acoustic 
impedance) makes it possible to control the amplitude-frequency characteristics and to create zones of amplifi cation and at-
tenuation of vibrations in prescribed frequency ranges.
Materials and methods. A general analytical solution is proposed for rods composed of a fi nite number of layers with piece-
wise constant parameters. In each layer, the fi eld is represented as a superposition of counter-propagating traveling waves, 
and at the interfaces the continuity conditions for displacements and normal stresses are satisfi ed. This leads to a matrix 
description (the transfer, or impedance, matrix method), which makes it possible to compute complex amplitudes in the lay-
ers, obtain refl ection/transmission coeffi  cients for a given excitation frequency ω, and construct amplitude-frequency char-
acteristics at an arbitrary point of the rod. A procedure is presented for numerical fi nite element modelling of discretely 
inhomogeneous rod models in the ANSYS Mechanical APDL software package.
Results. It is shown that discrete material inhomogeneity makes it possible to purposefully shape the amplitude–frequency 
characteristics and control wave processes by creating zones of amplifi cation or attenuation of vibrations. Using a three-
layer rod as an example, the dependences of vibration amplitudes on material parameters (diff erent wave propagation ve-
locities in the medium) and on the frequency of external excitation are presented. Numerical verifi cation against the analyti-
cal solution has been carried out, confi rming the correctness of the modelling procedure.
Conclusions. The obtained results open up prospects for practical applications in solving engineering problems, includ-
ing the design of seismic barriers, waveguides, and fi lters with prescribed dynamic properties that increase the resistance 
of structures to vibrational and seismic action.

KEYWORDS: discretely inhomogeneous rod, harmonic longitudinal waves, wave dynamics, analytical solution, numerical 
modelling, ANSYS Mechanical APDL, amplitude-frequency characteristics
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ВВЕДЕНИЕ 

Описание проблемы. Распространение гармо-
нических продольных волн в механически неодно-
родных стержнях, обладающих дискретно-неодно-
родной структурой, представляет собой важную 
фундаментальную и прикладную проблему для ряда 
инженерных областей. В условиях непрерывного 
усложнения конструкционных материалов и появ-
ления новых композиционных структур появилась 
необходимость в более точном и детализированном 
описании волновых процессов, возникающих при 
различных внешних воздействиях.

Подход, связанный с неоднородными матери-
алами, позволяет формировать волновые свойства 
системы, создавая волноводы [1] или фильтры с за-
данными резонансными характеристиками, целе-
направленно управляющие процессами переноса 
механической энергии.

Особый интерес вызывают линейно-упругие 
среды с дискретно-неоднородными включениями 
[2–8] или периодической (функционально-градиент-
ной) структурой [9–14], поскольку волновые процес-
сы в таких системах существенно отличаются от их 
аналогов в однородных сплошных средах. В част-
ности, наличие неоднородностей приводит к рассея-
нию волн, изменению скоростей их распространения, 
а также формированию сложных полей напряжений 
и деформаций. Понимание этих процессов дает воз-
можность оптимизировать конструкцию инженерных 
систем, прогнозировать динамическое поведение ма-
териалов и разрабатывать новые волноводные струк-
туры с заданными свойствами.

Применение дискретно-неоднородных ма-
териалов. Одной из сфер применения дискретно-
неоднородных материалов в строительстве являют-
ся сейсмические барьеры [15–19]. Сейсмические 

барьеры — это структуры или материалы, специ-
ально спроектированные для подавления или откло-
нения распространения сейсмических волн в грунте 
и строительных конструкциях. Основной принцип 
их работы заключается в создании препятствий для 
механической энергии, тем самым предотвращая 
передачу колебаний в защищаемый объект. Одно 
из возможных решений для создания сейсмических 
барьеров — использование дискретно-неоднород-
ных сред. Дискретная неоднородность означает, что 
рассматриваемая структура состоит из множества 
участков, каждый из которых обладает уникаль-
ными физико-механическими свойствами. Такие 
структуры позволяют существенно изменять харак-
теристики распространения волн, обеспечивая эф-
фективное ослабление динамических воздействий 
на сооружение.

Цели и задачи исследования. В рамках настоящего 
исследования разработано общее аналитическое реше-
ние волнового поля для полубесконечных дискретно-
неоднородных стержней, состоящих из произвольного 
количества слоев материала (рис. 1). Особое внимание 
уделяется изучению поведения дискретно-неоднород-
ных стержней при приложении гармонических про-
дольных волн различной частоты, а также анализу 
дискретных неоднородностей, имеющих различные 
скорости распространения продольных волн. Также 
проводится численное моделирование в программном 
комплексе (ПК) ANSYS Mechanical APDL с целью ве-
рификации полученных аналитических результатов 
и последующего решения задач волновой динамики 
неоднородных сред.

Таким образом, настоящая работа направлена 
на исследование фундаментальных процессов рас-
пространения волн в полубесконечных дискретно-
неоднородных линейно-упругих средах. Полученные 
результаты возможно использовать при разработке 
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методов проектирования сейсмических барьеров 
с заданными характеристиками, и они могут быть 
полезны проектировщикам и инженерам, занима-
ющимся разработкой и реализацией мер по защите 
инфраструктуры от сейсмических и прочих воздей-
ствий, а также исследователям, интересующимся 
волновыми процессами в неоднородных структурах.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Постановка задачи. Рассматривается полубес-
конечный дискретно-неоднородный линейно-упру-
гий стержень с гармонической силовой нагрузкой, 
приложенной к левому концу, и условием Зоммер-
фельда на правом конце (для уходящих на бесконеч-
ность волн), показанный на рис. 1. Данная задача 
представляет интерес из-за эффекта преломленных 
и отраженных волн на границах раздела сред с раз-
ными скоростями распространения волн (аналог 
уравнения Френеля для сред с разными показате-
лями преломления), при варьировании параметров 
которых можно добиться изменения амплитудно-
частотных характеристик волн.

Уравнения движения. Для каждого участка n (где 
n = 1, 2, …, N) стержня с длиной ln, модулем упругости 
En и плотностью ρn можно записать уравнение движе-
ния для продольных колебаний. Уравнение движения 
для каждого участка будет выглядеть следующим об-
разом:

  (1)

где un(x, t) — функция продольного перемещения 
стержня для n-го участка; x — пространственная 
координата; t — время.

Тогда скорость распространения волны в n-м 
участке стержня будет описываться для каждого 
слоя по отдельности:

 �
E

n
n

n

2 
ρ

. (2)

Граничные и начальные условия. Граничное ус-
ловие на левом конце (гармонические колебания):

 u(0, t) = A0e
iωt (3)

можно записать в комплексном виде:

 Ã = Aeiφ, (4)
где Ã — комплексная амплитуда, учитывающая фазу 
колебаний φ.

На правом конце применено условие неотража-
ющих границ (условие Зоммерфельда [20, 21]), со-
ответствующее уходящим на бесконечность волнам. 
В контексте дискретно-неоднородного материала 
это означает равенство нулю амплитуд волн, прихо-
дящих «справа» (Ar

N = 0).
Для аналитического решения рассматриваются 

начальные условия для уже установившихся колеба-
ний (эквивалентно моменту времени, когда система 
уже вышла на стационарный режим), что соответству-
ет начальным условиям  
u(0, 0) = A0, где A0 — начальные амплитуды гармони-
ческого воздействия. Подобные условия исключают 
импульсный фронт.

Условия сшивки функций на границе раздела 
сред. Условия сшивки функций (неразрывность 
перемещений и напряжений на границах участков) 
в общем случае записываются в следующем виде:

  (5)

  (6)

где  и u l tn i
i

n

1
1

,  — комплексные пере-

мещения в n-м и n + 1 слоях на их границах раздела 

среды; 
u
x

l tn
i

i

n

1
,  и  — комплексные 

деформации в n-м и n + 1 слоях на их границах раз-
дела среды.

Функция перемещений дискретно-неоднород-
ного стержня при гармонических колебаниях. Реше-
ние уравнения для n-го слоя будет находиться в виде 
суммы бегущих волн (прямых и отраженных) в ком-
плексных переменных:

  (7)

где Ãl
n и Ãr

n — комплексные амплитуды волн для n-го 
слоя, распространяющихся налево и направо соот-
ветственно.

Система линейных алгебраических уравнений. 
Тогда общая система линейных алгебраических урав-
нений относительно неизвестных записывается сле-
дующим образом:

Рис. 1. Полубесконечная дискретно-неоднородная вязкоупругая одномерная среда с гармонической силовой нагрузкой, 
приложенной к левому концу, и неотражающими условиями справа

u(t) = A0e
iωt

l1 l2 l3 l4 lN

E1, ρ1 E2, ρ2 E3, ρ3 E4, ρ4               EN, ρN 
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    (8)

Из системы алгебраических уравнений (8) полу-
чено общее решение для n участков (слоев), которое 
содержит 2n – 1 неизвестных. Решение сводится к си-
стеме вида:

1 Theory Reference. Release 2024R1 ANSYS Inc. Canonsburg, 2024.

 {A} = [K]–1{F}, (9)
где {A} — вектор неизвестных амплитуд колебаний 
в уравнении (7); [K] — матрица коэффициентов; 
{F} — вектор внешнего воздействия.

Решение для частного случая. Для конкретных 
расчетов и анализа закономерностей распростране-
ния гармонических продольных волн в дискретно-
неоднородных линейно-упругих стержнях рассмо-
трим случай, когда количество слоев (участков) N = 3. 
Далее приведена расширенная матрица коэффици-
ентов [K] для данного варианта:

  (10)

Аналитическое решение для частной задачи бу-
дет представлено в виде выражения (7) и приведено 
в уравнении (11):

 (11)

Численное моделирование в ПК ANSYS Mecha-
nical APDL. С целью численного моделирования за-
дач волновой динамики в основном используют яв-
ные методы численного интегрирования уравнений 
движения, так как они просты в реализации. Для 
вычисления значения функции на текущем шаге 
применяются значения только на предыдущем шаге, 
однако это требует малого временного шага для 
устойчивости (например, метод Рунге – Кутты [22] 
или метод конечных разностей [23]). Неявные ме-
тоды устойчивы при больших временных шагах 
и решают системы уравнений на каждом шаге, это 
делает будущие значения зависимыми от самих 
себя, что повышает их вычислительную сложность 
(например, метод Кранка – Николсона [24], метод 
Ньюмарка [25] или Гильбера – Хьюза – Тейлора-α 
(HHT-α) [26]). Выбор метода зависит от требований 
к точности, устойчивости и доступных вычисли-
тельных ресурсов.

В настоящем исследовании для численного 
моделирования применялся ПК ANSYS Mechanical 

APDL, реализующий неявные методы численного 
интегрирования уравнений движения.

В линейных системах динамики конструкций 
внутренняя нагрузка линейно пропорциональна уз-
ловым перемещениям, а матрица жесткости систе-
мы остается неизменной. Уравнение движения в ма-
тричной форме метода конечных элементов можно 
записать в следующем виде1:

 [M]{ü } + [C]{u̇} + [K]{u} = {Fa}, (12)

где [M] — глобальная матрица масс (обычно диаго-
нальная или согласованная); {ü }, {u̇}, {u}, {Fa} — 
векторы, характеризующие узловые ускорения, 
скорости, перемещения и нагрузку соответственно 
как функцию от времени; [C] — глобальная матрица 
демпфирования; [K] — глобальная матрица жестко-
сти системы.

В настоящем исследовании система уравнений 
(12) разрешается методом Ньюмарка [25]. Семейство 
алгоритмов интегрирования Ньюмарка является од-
ним из самых популярных методов интегрирования 
во времени как одношаговый алгоритм, который 
зарекомендовал себя в практике для задач неявной 
динамики в механике деформируемых твердых тел. 
Уравнение движения (12) можно переписать как:

 [M]{ü n+1} + [C]{u̇n+1} + [K]{un+1} = {Fa
n+1}, (13)

где {ü n+1} = {ü (tn+1)}, {u̇n+1} = {u̇(tn+1)} и {un+1} = {u(tn+1)} — 
соответственно векторы узловых ускорений, скоро-
стей и перемещений в момент времени (tn+1); {Fa

n+1} = 
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= {Fa
n+1(tn+1)} — вектор приложенных узловых нагру-

зок.
В дополнение к уравнению (13) семейство ал-

горитмов интегрирования во времени Ньюмарка 
требует обновления перемещений и скоростей сле-
дующим образом:

 {u̇n+1} = {u̇n} + [(1 – δ){ü n} + δ{ü n+1}]Δt; (14)

{un+1} = {un} + {u̇n}Δt + [(1/2 – α){ü n} + α{ü n+1}]Δt2, (15)

где α и δ — параметры интегрирования Ньюмарка 

.

В конечном итоге схема интегрирования Нью-
марка состоит из трех уравнений конечных разно-
стей, представленных в уравнении (13) через уравне-
ния (14) и (15), а также трех неизвестных {ü n+1}, {u̇n+1} 
и {un+1}, которые могут быть численно вычислены 
с помощью трех алгебраических уравнений вместе 
с тремя известными величинами {ü n}, {u̇n} и {un}.

Используя три уравнения (13)–(15), одношаго-
вый алгоритм в терминах неизвестной {un+1} и трех 
известных величин можно записать:

  (α0[M] + α1[C] + [K]){un+1} = {Fa
n+1} + [M](α0{un} + 

+ α2{u̇n} + α3{ü n}) + [C](α1{un} + α4{u̇n} + α5{ü n}), (16)

где   

 — параметры интегри-

рования.
Начальные и граничные условия. Граничное ус-

ловие на левом конце задано аналогично условию 
в уравнении (3) в виде заданного вектора перемеще-
ния от времени. Неотражающие граничные условия 
(условия Зоммерфельда [20, 21]) отсутствуют в ПК 
ANSYS Mechanical APDL. Существуют несколько 
иных подходов для реализации неотражающих гра-
ничных условий в задачах волновой динамики:

1. Поглощающие граничные условия (Absorbing 
Boundary Conditions — ABC). Используются для ми-
нимизации отражений волн от границ расчетной об-
ласти. Реализуются через специальные элементы 
FLUID129 или FLUID30 (для акустических задач) 
либо через поглощающие массы и демпферы. Основ-
ной принцип — добавление демпфирующих эффектов 
на границе.

2. Поглощающие слои (Perfectly Matched Layer — 
PML). Применяются для электромагнитных, акусти-
ческих и некоторых упругих задач. PML создает ис-

кусственную область с материалом, поглощающим 
энергию волны без отражения. Настраивается через 
свойства материалов, задаваемых в элементах погло-
щающего слоя [27].

3. Импедансные границы. Используются для 
моделирования волнового сопротивления среды 
на границах. Часто применяются в акустике и за-
дачах гидрогазодинамики для имитации открытых 
границ.

4. Бесконечные элементы (Infi nite Elements). 
Типично применяются в акустических задачах (на-
пример, элементы INFIN110). Позволяют модели-
ровать неограниченные области без искусственных 
отражений [28, 29].

Однако наиболее простым в реализации явля-
ется метод продления расчетной области за границу 
интересующей области (на расстояние, значительно 
превышающее ее размер). Такой подход позволяет 
«естественным» способом давать возможность вол-
нам уходить за пределы расчетной области. Но этот 
подход имеет и недостатки, связанные с тем, что 
сделать бесконечную расчетную область в числен-
ном моделировании невозможно. Волны, которые 
прошли через интересующую расчетную область, 
в какой-то момент времени начнут отражаться 
от правой границы. Для этого в численном модели-
ровании была сделана дополнительная расчетная 
область (на рис. 2 область, показанная синим цве-
том), длина которой на порядок больше рассматри-
ваемой области, и анализируется ограниченный от-
резок времени до тех пор, пока волны не отразятся 
от правого конца.

Начальные условия для численного моделиро-
вания u(x, 0) = u̇(x, 0) = 0. Такой выбор обусловлен 
особенностями численного решения, когда назначе-
ние амплитуды в начальный момент времени может 
привести к импульсному воздействию. Выход про-
цесса на установившийся режим колебаний проис-
ходит за некоторое время, обычно за время, когда 
первая волна пройдет от левого до правого края рас-
сматриваемой расчетной области.

Выбор типа конечных элементов (КЭ) и пара-
метры численного моделирования. Для численного 
моделирования применялся КЭ LINK180 — одно-
осный элемент растяжения-сжатия с тремя степеня-
ми свободы в каждом узле. Общее время модели-
рования составляло t = 100 при количестве шагов 
NSUBST = 1000.

Дискретизация расчетной области. Численное 
решение представлено для частного случая, когда 
количество слоев N = 3 (рис. 3). Как было сказано 

Рис. 2. Конечно-элементные модели при разных сеточных разбивках (30, 150 и 300 элементов)
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в разделе с постановкой задачи, правый край стерж-
ня был продлен для ухода волн на значительное рас-
стояние, чтобы избежать отражения и его влияния 
на интересующую область решения. Продленная 
область показана синим цветом на рис. 2 и не при-
ведена в своей полной длине.

Для исследования сеточной сходимости рас-
сматривалось три варианта конечно-элементной 
сетки с разбиением интересующей области стержня 
на 30, 150 и 300 элементов. Данное исследование 
проводится с целью определения оптимального 
размера КЭ для получения численного решения, 
независимого от сеточного разбиения. Сравнение 
численного решения будет проводиться с аналити-
ческим решением для слоистого материала с одина-
ковыми скоростями распространения волн в среде 
(гармонические колебания равной амплитуды). 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Аналитическое решение . На рис. 3, a представ-
лены результаты для N = 3 слоев для следующих слу-
чаев (при равных длинах участков l1 = l2 = l3 = 10 м 
и одинаковой частоте внешнего воздействия ω = 1):

1. Все скорости распространения волн равны 
между собой с1 = с2 = с3. Такому варианту соответ-
ствуют следующие значения констант материала: 
E1 = E2 = E3 = 1, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

2. Когда скорости распространения волн для 
каждой следующей среды вдвое меньше с1 > с2 > с3 
(c1 = 2c2, c2 = 2c3). Такому варианту соответствуют 
следующие значения констант материала: E1 = 16, 
E2 = 4, E3 = 1, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

3. Когда скорости распространения волн для каж-
дой следующей среды вдвое больше с1 < с2 < с3 (c3 = 2c2, 
c2 = 2c1). Такому варианту соответствуют следу-
ющие значения констант материала: E1 = 1, E2 = 4, 
E3 = 16, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

4. Когда скорости распространения волн для каж-
дой последующей среды с1 < с2 > с3 (c2 = 4c1, c3 = 2c1). 
Такому варианту соответствуют следующие значе-
ния констант материала: E1 = 1, E2 = 16, E3 = 4, ρ1 = 
= ρ2 = ρ3 = 1.

Материалы выбраны в безразмерных величи-
нах: модули упругости нормированы на базовую 
величину E0, а плотности на ρ0.

Из полученных результатов можно сформули-
ровать следующее:

1. Равенство скоростей распространения волн 
(c1 = c2 = c3). Результаты показывают устойчивую 
передачу энергии через слои с минимальными ис-
кажениями и равномерную амплитуду колебаний.

2. Эффект усиления амплитуд колебаний и уве-
личения частоты колебаний, когда скорости распро-
странения волн для каждой следующей среды вдвое 
меньше (c1 > c2 > c3).

3. Эффект снижения амплитуд и уменьшения 
частоты колебаний, когда скорости распростране-

ния волн для каждой следующей среды вдвое боль-
ше (c1 < c2 < c3).

4. Для случая, когда скорости распространения 
волн для каждой последующей среды определяются 
как c1 < c2 > c3, возникает сложный переход в зоне 
между первым и вторым слоями, когда скорости 
распространения волны в средах отличаются в 4 
раза.

Дискретно-неоднородный материал позволя-
ет эффективно управлять характеристиками рас-
пространения волн. Изменяя свойства материала 
(плотность, модуль упругости), которые влияют 
на скорости распространения волн в среде, можно 
целенаправленно формировать амплитудно-частот-
ные характеристики. Это открывает перспективы 
применения подобных структур для разработки 
направленных сейсмических барьеров, фильтров 
и волноводов.

Рассмотрим поведение дискретно-неоднород-
ного стержня для случая, когда c1 < c2 < c3 (c3 = 2c2, 
c2 = 2c1) при различных частотах внешних воздей-
ствий (ω = 1, ω = 2, ω = 5, ω = 10).

На рис. 3, b видно, что с увеличением часто-
ты внешнего воздействия происходит значительное 
изменение амплитудно-частотных характеристик 
колебаний. В низкочастотной области амплитуды 
остаются относительно стабильными и имеют не-
большую вариацию вдоль стержня. При увеличении 
частоты наблюдаются резонансные пики амплитуд, 
связанные с настройкой параметров материала 
и структуры стержня. Для высоких частот ампли-
туды резко изменяются, демонстрируя сложные ко-
лебательные паттерны. Наличие неоднородностей 
существенно влияет на форму и величину ампли-
туд. Параметры, такие как длины сегментов, часто-
та внешнего воздействия и различия в свойствах 
материала (плотности, модулях упругости), играют 
ключевую роль в определении характера колебаний.

График на рис. 3, b подчеркивает важность уче-
та частоты воздействия и структуры стержня при 
проектировании сейсмических барьеров и волново-
дов. Управление параметрами неоднородностей по-
зволяет достигать целенаправленного подавления 
волн или формирования зон концентрации энергии.

Для тех же параметров материала рассмотрим 
изменение перемещений во времени при частоте 
внешнего воздействия ω = 5 (рис. 3, c). Приведены 
результаты для трех моментов времени: с макси-
мальными и минимальными амплитудами во време-
ни, а также в момент, когда на левом конце стержня 
u = 1 (граничное условие принимает максимальное 
во времени значение).

В момент максимальной амплитуды наблюда-
ются выраженные пики в фиксированных точках, 
что связано с резонансными явлениями в неодно-
родной структуре стержня. В момент минимальной 
амплитуды колебания значительно затухают, что 
свидетельствует о фазовой интерференции волн 
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Рис. 3. Зависимость амплитуд колебаний: a — при различных параметрах материала (разных скоростей распростране-
ния волн в среде c); b — при различных частотах внешних воздействий ω; c — от времени t
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в неоднородной системе. Неоднородность струк-
туры стержня создает зоны концентрации энергии 
и участки значительного снижения амплитуды, 
что связано с отражением волн на границах участ-
ков с разными физико-механическими свойствами. 
В момент максимального воздействия на левом кон-
це распределение амплитуд характеризуется силь-
ным влиянием граничного условия, когда энергия 
интенсивно передается через стержень.

Динамика колебаний подчеркивает важность 
временного фактора для анализа волновых процес-
сов в дискретно-неоднородных материалах, что свя-
зано с появлением как стоячих, так и бегущих волн. 
Взаимо действие волн, обусловленное неоднородно-
стью, приводит к появлению сложных временных 
зависимостей, включая сдвиги фаз и амплитудные 
модуляции.

Численное решение в ПК ANSYS Mechanical 
APDL. На рис. 4, 5 представлены результаты иссле-

дования сеточной сходимости для разных вариантов 
конечно-элементных сеток в сравнении с аналити-
ческим решением для слоистого материала с одина-
ковыми скоростями распространения волн в среде. 
Решением задачи в такой вариации служит устано-
вившийся гармонический сигнал с одинаковой ам-
плитудой колебаний во всех слоях материала.

По результатам моделирования установлено, 
что при увеличении количества элементов точность 
численного решения возрастает, приближаясь к ана-
литическому. Более грубые сетки (например, 30 эле-
ментов) демонстрируют значительные отклонения 
от аналитических решений, что связано с недоста-
точной детализацией в моделировании градиентов 
напряжений и деформаций. На основании исследова-
ния сеточной сходимости оптимальные по точности 
решения были получены на сетке с разбиением 300 
элементов. Данная сетка применялась для последу-
ющих расчетов уже дискретно-неоднородных мате-

–.982011 –734285 –.486558 –238832 .008894 .25662 .504346 .752072 .999798

–.920244 –.680238 –.440233 –.200228 .039777 .279783 .519788 .759793 .999798

–.830556 –.601762 –.372967 –.144173 .084621 .313416 .54221 .771004 .999798 

Рис. 4. Амплитуды перемещений однородного стержня при установившемся режиме колебаний для различных пара-
метров сеточного разбиения расчетной области

–1.04627 –.783675 –.521083 –.258491 .004101 .266693 .529285 .791878 1.05447 

Рис. 6. Амплитуды перемещений дискретно-неоднородного стержня при установившемся режиме колебаний
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Рис. 5. Влияние сеточного разбиения на численное решение для однородного стержня
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Верификация численной модели. Рассматривал-
ся дискретно-неоднородный стержень для случая, 
когда c1 < c2 < c3 (c3 = 2c2, c2 = 2c1). Константы ма-
териалов: E1 = 1, E2 = 4, E3 = 16, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1. 
На рис. 6, 7 приведены результаты численного моде-
лирования в сравнении с аналитическим.

Числовое значение ошибки определялось на
основе нормы разности между аналитическим 
и численным расчетом:

 ε
���

εεε
ε,�

� �

�

� � � �

� �
ε 1εε  (17)

где ua(x), un(x) — аналитическое и численное реше-
ние в точке х соответственно.

Результаты верификации показывают, что чис-
ленное моделирование в ПК ANSYS Mechanical 
APDL позволяет адекватно (с точностью до 5 % 
в точке с наибольшим отклонением) описывать 
распределение амплитуд колебаний для дискретно-
неоднородного материала.

На рис. 8 показаны соответствующие данному 
моменту времени значения кинетической энергии 
и энергии деформаций, из которых можно видеть, 
что их распределение вдоль неоднородного стержня 
неравномерно. Это связано с неоднородностью мате-

риала и частотой волнового воздействия. Максимумы 
энергии сосредоточены в определенных зонах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

На основе проведенного исследования модели-
рования распространения гармонических продоль-
ных волн в дискретно-неоднородных линейно-упру-
гих стержнях можно сформулировать следующие 
выводы:

1. Разработано общее аналитическое решение 
для гармонической акустической волны в полубес-
конечном дискретно-неоднородном линейно-упру-
гом стержне, состоящем из произвольного количе-
ства слоев.

2. На основе разработанного аналитического 
решения установлены ключевые закономерности 
распространения гармонических продольных волн 
в дискретно-неоднородных линейно-упругих стерж-
нях. Выявлено, что дискретная неоднородность мате-
риала существенно влияет на амплитудно-частотные 
характеристики и распределение энергии колебаний, 
создавая как зоны усиления, так и ослабления дина-
мических воздействий.

3. Показано, что целенаправленное изменение 
физических и геометрических свойств материала (мо-
дулей упругости, плотности, длин участков и количе-

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

– 0,2

– 0,4

– 0,6

– 0,8

–1

u,
 м

0 5 10 15 20 25

   Аналитическое решение    Численное решение (ANSYS MAPDL)

x, м 

Рис. 7. Сопоставление аналитического и численного решений для дискретно-неоднородного стержня
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ства слоев) позволяет формировать заданные ампли-
тудно-частотные характеристики волновых полей. 

4. Сопоставление аналитических решений с ре-
зультатами численного моделирования в ПК ANSYS 
Mechanical APDL продемонстрировало их хорошее 
совпадение. Равномерная норма разности между 
аналитическим и численным расчетом не превы-
шала 5 %. Детализированные конечно-элементные 
расчеты показали, что для рассматриваемой модели 
обеспечивается сходимость конечно-элементных 
аппроксимаций к аналитическому решению. 

5. Полученные результаты открывают широ-
кие перспективы для инженерных применений. 

Управляя параметрами неоднородности, можно 
проектировать сейсмические барьеры, волноводы 
и фильтры с заранее заданными динамическими 
свойствами, повышая устойчивость конструкций 
к вибрационным и сейсмическим воздействиям. Та-
ким образом, разработанное аналитическое решение 
и предложенная методика численного моделирова-
ния волновой динамики дискретно-неоднородных 
стержней могут служить основой для дальнейших 
теоретических исследований и прикладных разра-
боток в области волновой динамики неоднородных 
материалов.
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INTRODUCTION 

Problem statement. The propagation of harmonic 
longitudinal waves in mechanically inhomogeneous 
rods with a discretely inhomogeneous structure repre-
sents an important fundamental and applied problem 
for a number of engineering fi elds. With the increasing 
complexity of structural materials and the emergence 
of new composite structures, there is a need for a more 
accurate and detailed description of the wave processes 
arising under various external infl uences.

An approach based on inhomogeneous materials 
allows the wave properties of a system to be shaped by 
creating waveguides [1] or fi lters with specifi ed reso-
nance characteristics, thereby purposefully controlling 
the processes of mechanical energy transfer.

Linear-elastic media containing discretely inhomo-
geneous inclusions [2–8] or possessing a periodic (func-
tional-gradient) structure [9–14] are of particular interest, 
as the wave processes in such systems diff er signifi cantly 
from their counterparts in homogeneous continuous me-
dia. In particular, the presence of inhomogeneities leads 
to wave scattering, changes in their propagation speeds, 
and the formation of complex stress and strain fi elds. Un-
derstanding these processes makes it possible to optimize 
the design of engineering systems, predict the dynamic 
behaviour of materials, and develop new waveguide 
structures with specifi ed properties.

The use of discretely heterogeneous materials. One 
area of application for discretely heterogeneous materi-
als in construction is seismic barriers [15–19]. Seismic 
barriers are structures or materials specifi cally designed 
to suppress or defl ect the propagation of seismic waves 
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in the ground and building structures. The basic princi-
ple behind their operation is to create obstacles to me-
chanical energy, thereby preventing the transmission 
of vibrations to the protected structure. One possible 
solution for creating seismic barriers is the use of dis-
cretely heterogeneous media. Discrete heterogeneity 
means that the structure in question consists of a multi-
tude of sections, each of which possesses unique physi-
cal and mechanical properties. Such structures allow 
the wave propagation characteristics to be signifi cantly 
altered, ensuring eff ective attenuation of dynamic im-
pacts on the structure.

Aims and objectives of the study. Within the scope 
of this study, a general analytical solution for the wave 
fi eld has been developed for semi-infi nite discretely in-
homogeneous rods consisting of an arbitrary number 
of material layers (Fig. 1). Particular attention is paid 
to studying the behaviour of discretely inhomogeneous 
rods when subjected to harmonic longitudinal waves 
of varying frequencies, as well as to analyzing discrete 
inhomogeneities with diff erent longitudinal wave propa-
gation speeds. Numerical simulations are also carried out 
using the ANSYS Mechanical APDL software package 
to verify the analytical results obtained and subsequently 
solve wave dynamics problems in heterogeneous media.

This study therefore aims to investigate the fun-
damental processes of wave propagation in semi-infi -
nite, discretely inhomogeneous, linearly elastic media. 
The results obtained may be used in the development 
of methods for designing seismic barriers with specifi ed 
characteristics, and may be of use to designers and en-
gineers involved in the development and implementa-
tion of measures to protect infrastructure from seismic 
and other impacts, as well as to researchers interested 
in wave processes in inhomogeneous structures.

MATERIALS AND METHODS

Problem statement. We consider a semi-infi nite, 
discretely inhomogeneous, linearly elastic rod with 
a harmonic force applied to the left end and a Sommer-
feld boundary condition at the right end (for waves prop-
agating to infi nity), as shown in Fig. 1. This problem is 
of interest due to the eff ect of refracted and refl ected 
waves at the interfaces between media with diff erent 
wave propagation speeds (analogous to the Fresnel 
equation for media with diff erent refractive indices), 

where varying these parameters allows one to alter 
the amplitude-frequency characteristics of the waves.

Equations of motion. For each segment n (where 
n = 1, 2, …, N) of a rod of length ln, with elastic modu-
lus En and density ρn, an equation of motion for longitu-
dinal vibrations can be written. The equation of motion 
for each segment will take the following form:

  (1)

where un(x, t) — the longitudinal displacement function 
of the rod for the n-th section; x — spatial coordinate; 
t — time.

In that case, the wave velocity in the n-th section 
of the rod will be described separately for each layer:

 c
E

n
n

n

2 
ρ

. (2)

Boundary and initial conditions. Boundary condi-
tion at the left end (harmonic oscillations):

 u(0, t) = A0e
iωt (3)

 can be written in complex form:

 Ã = Aeiφ, (4)

where Ã — the eff ective amplitude, which takes into ac-
count the phase of the oscillations, φ.

At the right-hand end, the non-refl ecting boundary 
condition (the Sommerfeld condition [20, 21]) is ap-
plied, corresponding to waves propagating to infi nity. 
In the context of a discretely inhomogeneous material, 
this implies that the amplitudes of waves arriving “from 
the right” are zero (Ar

N = 0).
For the analytical solution, the initial conditions 

for steady-state oscillations are considered (equivalent 
to the moment in time when the system has already 
reached a steady state), which corresponds to the ini-
tial conditions  u(0, 0) = A0, 
where A0 — initial amplitudes of the harmonic excita-
tion. Such condition.rule out a sharp transition.

Boundary conditions for the continuity of functions 
at the interface between media. The boundary condi-
tions for the continuity of functions (continuity of dis-
placements and stresses at the boundaries between re-
gions) are generally expressed as follows:

  (5)

Fig. 1. A semi-infi nite, discretely inhomogeneous, viscoelastic one-dimensional medium with a harmonic force applied 
to the left end and non-refl ecting boundary conditions on the right

u(t) = A0e
iωt
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  (6)

where  and u l tn i
i

n

ε
ε

ε  — complex dis-

placements in the n-th and (n + 1) layers at their inter-

face; 
�
�

��n
�

�

n

1
ε  and  — complex defor-

mations in the n-th and (n + 1) layers at their interface.
The displacement function of a discretely inho-

mogeneous rod under harmonic vibrations. The solu-
tion to the equation for the n-th layer will take the form 
of a sum of travelling waves (incident and reflected) 
in complex variables:

  (7)

where Ãl
n и Ãr

n — the complex wave amplitudes 
for the n-th layer, propagating to the left and 

A system of linear algebraic equations. The gen-
eral system of linear algebraic equations in terms 
of the unknowns is then written as follows:

1 Theory Reference. Release 2024R1 ANSYS Inc. Canonsburg, 2024.

 (8)

From the system of algebraic equations (8), a gen-
eral solution was obtained for n sections (layers), which 
contains 2n – 1 unknown. The solution reduces to a sys-
tem of the form:

 {A} = [K]–1{F}, (9)

where {A} — the vector of unknown oscillation am-
plitudes in the equation (7); [K] — coeffi  cient matrix; 
{F} — the vector of external infl uence.

Solution for a special case. For specifi c calcula-
tions and analysis of the propagation patterns of har-
monic longitudinal waves in discretely inhomogene-
ous linearly elastic rods, let us consider the case where 
the number of layers (sections) is N = 3. The extended 
coeffi  cient matrix [K] for this variant is given below:

 (10)

The analytical solution to the specifi c problem will 
be presented in the form of expression (7) and given 
in equation (11):

 (11)

Numerical modelling in ANSYS Mechanical 
APDL. For the numerical modelling of wave dynam-
ics problems, explicit methods of numerical integration 
of the equations of motion are generally used, as they 
are straightforward to implement. To calculate the value 
of the function at the current step, only the values from 
the previous step are used; however, this requires a small-
time step for stability (for example, the Runge – Kutta 
method [22] or the fi nite diff erence method [23]). Im-
plicit methods are stable with large time steps and solve 
systems of equations at each step; this makes future 

values dependent on themselves, which increases their 
computational complexity (e.g., the Crank – Nicholson 
method [24], the Newmark method [25] or the Hilbert – 
Hughes – Taylor-α (HHT-α) method [26]). The choice 
of method depends on the requirements for accuracy, sta-
bility and available computational resources.

In this study, ANSYS Mechanical APDL soft-
ware was used for numerical modelling, which imple-
ments implicit methods for the numerical integration 
of the equations of motion.

In linear structural dynamics systems, the internal 
load is linearly proportional to the nodal displacements, 
and the stiff ness matrix of the system remains constant. 
The equation of motion in matrix form for the fi nite ele-
ment method can be written as follows1:

 [M]{ü } + [C]{u̇} + [K]{u} = {Fa}, (12)

where [M] — global mass matrix (usually diagonal 
or consistent); {ü }, {u̇}, {u}, {Fa} — vectors character-
izing the nodal accelerations, velocities, displacements 
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and load, respectively, as functions of time; [C] — 
global damping matrix; [K] — global stiff ness matrix 
of the system.

In this study, the system of equations (12) is solved 
using the Newmark method [25]. The family of New-
mark integration algorithms is one of the most popular 
methods of time integration as a single-step algorithm, 
which has proven itself in practice for implicit dynam-
ics problems in the mechanics of deformable solids. 
The equation of motion (12) can be rewritten as:

 [M]{ü n+1} + [C]{u̇n+1} + [K]{un+1} = {Fa
n+1}, (13)

where {ü n+1} = {ü (tn+1)}, {u̇n+1} = {u̇(tn+1)} and {un+1} = 
= {u(tn+1)} — accordingly, the vectors of nodal accelera-
tions, velocities and displacements at a given instant (tn+1); 
{Fa

n+1} = {Fa
n+1(tn+1)} — the vector of applied nodal loads.

In addition to Equation (13), the family of New-
mark time-integration algorithms requires the displace-
ments and velocities to be updated as follows:

 {u̇n+1} = {u̇n} + [(1 – δ){ü n} + δ{ü n+1}]Δt; (14)

{un+1} = {un} + {u̇n}Δt + [(1/2 – α){ü n} + α{ü n+1}]Δt2, (15)

where α and δ — Newmark integration parameters 

.

Ultimately, the Newmark integration scheme consists 
of three fi nite diff erence equations, expressed in equation 
(13) in terms of equations (14) and (15), as well as three 
unknowns {ü n+1}, {u̇n+1} and {un+1}, which can be calcu-
lated numerically using three algebraic equations together 
with three known values {ü n}, {u̇n} and {un}.

Using equations (13)–(15), the one-step algorithm 
in terms of the unknown {un+1} and the three known 
quantities can be written as:

(α0[M] + α1[C] + [K]){un+1} = {Fa
n+1} + [M](α0{un} + 

+ α2{u̇n} + α3{ü n}) +  [C](α1{un} + α4{u̇n} + α5{ü n}), (16)

where  

 — integration parameters.

Initial and boundary conditions. The boundary condi-
tion at the left end is defi ned in the same way as the con-
dition in equation (3), in the form of a specifi ed displace-
ment vector as a function of time. Non-refl ecting boundary 
conditions (Sommerfeld conditions [20, 21]) are not avail-
able in the ANSYS Mechanical APDL code. There are 
several other approaches for implementing non-refl ecting 
boundary conditions in wave dynamics problems:

1. Absorbing boundary conditions (ABC). These 
are used to minimize wave refl ections from the bound-
aries of the computational domain. They are imple-
mented using special FLUID129 or FLUID30 ele-
ments (for acoustic problems) or via absorbing masses 
and dampers. The basic principle is to introduce damp-
ing eff ects at the boundary.

2. Perfectly Matched Layers (PML). These are 
used for electromagnetic, acoustic and certain elastic 
problems. PML creates an artifi cial region with a mate-
rial that absorbs wave energy without refl ection. Con-
fi gured via the material properties specifi ed in the ab-
sorbing layer elements [27].

3. Impedance boundaries. Used to model the wave 
impedance of the medium at boundaries. Frequently 
used in acoustics and hydrodynamic problems to simu-
late open boundaries.

4. Infinite elements. Typically used in acous-
tic problems (e.g., INFIN110 elements). They allow 
the modelling of unbounded domains without artifi cial 
refl ections [28, 29].

However, the simplest method to implement is 
to extend the computational domain beyond the bound-
aries of the region of interest (by a distance signifi -
cantly greater than its size). This approach allows 
waves to propagate beyond the computational domain 
in a “natural” manner. However, this approach also has 
drawbacks, stemming from the fact that it is impossible 
to create an infi nite computational domain in numerical 
modelling. Waves that have passed through the region 
of interest will, at some point in time, begin to refl ect 
off  the right boundary. To address this, an additional 
computational domain was created in the numerical 
simulation (the area shown in blue in Fig. 2), the length 
of which is an order of magnitude greater than the do-
main under consideration, and a limited time interval is 
analyzed until the waves refl ect off  the right-hand end.

Initial conditions for numerical simulation u(x, 0) = 
= u̇(x, 0) = 0. This choice is dictated by the nature 
of the numerical solution, where specifying an ampli-
tude at the initial time could result in an impulsive eff ect. 
The process reaches a steady-state oscillation after a cer-
tain period of time, typically the time it takes for the fi rst 
wave to travel from the left to the right edge of the com-
putational domain under consideration.

Selection of fi nite element (FE) types and numeri-
cal simulation parameters. For the numerical simula-
tion, the LINK180 FE was used — a uniaxial tension-
compression element with three degrees of freedom 
at each node. The total simulation time was t = 100, 
with a number of steps NSUBST = 1,000.

Fig. 2. Finite element models for diff erent mesh confi gurations (30, 150 and 300 elements)



Vo
l. 

16
. I

ss
ue

 1 
(5

9)
Co

ns
tr

uc
ti

on
:

Sc
ie

nc
e 

an
d 

Ed
uc

at
io

n
Sergey G. Saiyan

166

Discretization of the computational domain. The nu-
merical solution is presented for the special case where 
the number of layers is N = 3 (Fig. 3). As stated in the prob-
lem statement section, the right-hand end of the rod was 
extended to allow the waves to propagate over a consid-
erable distance, in order to avoid refl ection and its infl u-
ence on the region of interest in the solution. The extended 
domain is shown in blue in Fig. 2 and is not shown in its 
full length.

To investigate mesh convergence, three fi nite element 
mesh confi gurations were examined, with the region of in-
terest on the rod divided into 30, 150 and 300 elements. 
The aim of this study is to determine the optimal element 
size for obtaining a numerical solution that is independent 
of the mesh confi guration. The numerical solution will be 
compared with the analytical solution for a layered mate-
rial with identical wave propagation velocities in the me-
dium (harmonic oscillations of equal amplitude).

RESEARCH RESULTS

Analytical solution. Fig. 3(a) shows the results 
for N = 3 layers in the following cases (assuming equal 
segment lengths l1 = l2 = l3 = 10 м and the same fre-
quency of external excitation ω = 1):

1. All wave propagation speeds are equal с1 = с2 = 
= с3. This scenario corresponds to the following values 
for the material constants: E1 = E2 = E3 = 1, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

2. When the wave propagation speeds for each 
successive medium are half those of the previous one 
с1 > с2 > с3 (c1 = 2c2, c2 = 2c3). The following material 
constants apply: E1 = 16, E2 = 4, E3 = 1, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

3. When the wave propagation speeds for each suc-
cessive medium are twice as high с1 < с2 < с3 (c3 = 2c2, 
c2 = 2c1). The following values of the material constants 
apply: E1 = 1, E2 = 4, E3 = 16, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

4. When the wave propagation speeds for each suc-
cessive medium are с1 < с2 > с3 (c2 = 4c1, c3 = 2c1). This 
scenario corresponds to the following values for the ma-
terial constants: E1 = 1, E2 = 16, E3 = 4, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.

The materials were selected in dimensionless 
units: the elastic moduli are normalized to a base value 
of E0, and the densities to ρ0.

The following conclusions can be drawn from 
the results obtained:

1. Equality of wave propagation speeds (c1 = c2 = c3). 
The results show stable energy transfer through the lay-
ers with minimal distortion and a uniform oscillation 
amplitude.

2. The eff ect of amplifi ed oscillation amplitudes 
and increased oscillation frequency when the wave 
propagation speeds for each subsequent medium are 
half as fast (c1 > c2 > c3).

3. The eff ect of reduced amplitudes and decreased 
oscillation frequency when the wave propagation 
speeds for each subsequent medium are twice as fast 
(c1 < c2 < c3).

4. In cases where the wave propagation speeds 
for each successive medium are defi ned as c1 < c2 > c3, 

a complex transition occurs in the region between 
the fi rst and second layers, where the wave propagation 
speeds in the media diff er by a factor of four.

A discretely heterogeneous material allows for ef-
fective control of wave propagation characteristics. 
By altering the material properties (density, elastic 
modulus) that influence wave propagation speeds 
within the medium, it is possible to deliberately shape 
the amplitude-frequency characteristics. This opens 
up prospects for the application of such structures 
in the development of directional seismic barriers, fi l-
ters and waveguides.

Let us consider the behaviour of a discretely inho-
mogeneous rod in the case where c1 < c2 < c3 (c3 = 2c2, 
c2 = 2c1) at diff erent frequencies of external infl uences 
(ω = 1, ω = 2, ω = 5, ω = 10).

Fig. 3(b) shows that as the frequency of the exter-
nal excitation increases, there is a signifi cant change 
in the amplitude-frequency characteristics of the oscilla-
tions. In the low-frequency range, the amplitudes remain 
relatively stable and vary only slightly along the rod. 
As the frequency increases, resonant amplitude peaks 
are observed, associated with the tuning of the material 
parameters and the rod structure. At high frequencies, 
the amplitudes change sharply, exhibiting complex oscil-
lation patterns. The presence of inhomogeneities signifi -
cantly infl uences the shape and magnitude of the ampli-
tudes. Parameters such as segment lengths, the frequency 
of the external excitation, and diff erences in material 
properties (density, elastic moduli) play a key role in de-
termining the nature of the vibrations.

The graph in Fig. 3(b) highlights the importance 
of taking into account the frequency of the excitation 
and the structure of the rod when designing seismic 
barriers and waveguides. By controlling the parameters 
of the inhomogeneities, it is possible to achieve targeted 
wave attenuation or the formation of energy concentra-
tion zones.

For the same material parameters, let us consider 
the variation of displacements over time at the frequen-
cy of the external excitation ω = 5 (Fig. 3, c). Results 
are shown for three points in time: at the maximum 
and minimum amplitudes over time, and at the moment 
when, at the left end of the rod u = 1 (the boundary con-
dition takes its maximum value over time).

At the point of maximum amplitude, pronounced 
peaks are observed at fi xed points, which is attributed 
to resonant phenomena within the rod’s inhomogene-
ous structure. At the point of minimum amplitude, 
the oscillations are signifi cantly damped, indicating 
phase interference of waves within the inhomogeneous 
system. The inhomogeneity of the rod’s structure cre-
ates zones of energy concentration and regions of sig-
nifi cant amplitude reduction, which is associated with 
the refl ection of waves at the boundaries between re-
gions with diff erent physical and mechanical proper-
ties. At the point of maximum excitation at the left end, 
the amplitude distribution is characterized by a strong 
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Fig. 3. Dependence of oscillation amplitudes: a — for diff erent material parameters (diff erent wave propagation speeds 
in the medium, c); b — for diff erent frequencies of external excitation, ω; c — as a function of time, t
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infl uence of the boundary condition, where energy is 
intensively transmitted through the rod.

The dynamics of the oscillations highlight the im-
portance of the time factor in analyzing wave processes 
in discretely inhomogeneous materials, which is associ-
ated with the appearance of both standing and travelling 
waves. Wave interaction caused by inhomogeneity leads 
to the emergence of complex time-dependent relation-
ships, including phase shifts and amplitude modulations.

Numerical solution in ANSYS Mechanical APDL. 
Fig. 4 and 5 present the results of a mesh convergence 
study for diff erent fi nite element mesh confi gurations, 
compared with the analytical solution for a layered 
material with uniform wave propagation velocities 
throughout the medium. The solution to the problem 
in this confi guration is a steady-state harmonic signal 
with a uniform amplitude of oscillation across all layers 
of the material.

The simulation results show that as the number of el-
ements increases, the accuracy of the numerical solution 
improves, approaching the analytical solution. Coarser 

meshes (e.g. 30 elements) exhibit signifi cant deviations 
from the analytical solutions, which is due to insuffi  cient 
detail in the modelling of stress and strain gradients. 
Based on the study of mesh convergence, the solutions 
with optimal accuracy were obtained on a mesh with 300 
elements. This mesh was used for subsequent calcula-
tions of discretely heterogeneous materials with diff erent 
wave propagation speeds in the media.

 Verifi cation of the numerical model. A discretely 
inhomogeneous beam was considered for the case, 
where c1 < c2 < c3 (c3 = 2c2, c2 = 2c1). Material proper-
ties: E1 = 1, E2 = 4, E3 = 16, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1. Fig. 6 and 7 
show the results of numerical modelling compared with 
the analytical results.

The numerical value of the error was determined 
based on the standard deviation between the analytical 
and numerical calculations:

 ε
su�

max
ε,�

a n

a

u � u �

u �
0 100  (17)

–.982011 –734285 –.486558 –238832 .008894 .25662 .504346 .752072 .999798

–.920244 –.680238 –.440233 –.200228 .039777 .279783 .519788 .759793 .999798

–.830556 –.601762 –.372967 –.144173 .084621 .313416 .54221 .771004 .999798 

Fig. 4. Displacement amplitudes of a homogeneous rod in steady-state vibration for various mesh parameters of the computa-
tional domain
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Fig. 6. Displacement amplitudes of a discretely inhomogeneous rod in steady-state vibration
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Fig. 5. Eff ect of mesh partitioning on the numerical solution for a homogeneous beam
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where ua(x), un(x) — the analytical and numerical solu-
tions at the point x, respectively.

The verifi cation results show that numerical model-
ling in ANSYS Mechanical APDL allows for an adequate 
description (with an accuracy of up to 5 % at the point 
of greatest deviation) of the distribution of vibration am-
plitudes for a discretely inhomogeneous material.

Fig. 8 shows the values of kinetic energy and de-
formation energy at this particular moment in time, 
from which it can be seen that their distribution along 
the inhomogeneous rod is non-uniform. This is due 
to the inhomogeneity of the material and the frequency 
of the wave excitation. The energy maxima are concen-
trated in specifi c zones.

CONCLUSIONS AND DISCUSSION

Based on the study of the propagation of harmonic 
longitudinal waves in discretely inhomogeneous linearly 
elastic rods, the following conclusions can be drawn:

1. A general analytical solution has been developed 
for a harmonic acoustic wave in a semi-infi nite discretely 
inhomogeneous linearly elastic rod consisting of an arbi-
trary number of layers.

2. Based on the analytical solution developed, key 
patterns of the propagation of harmonic longitudinal 
waves in discretely inhomogeneous linearly elastic rods 
have been established. It has been found that the discrete 

inhomogeneity of the material signifi cantly infl uences 
the amplitude-frequency characteristics and the distribu-
tion of vibrational energy, creating both zones of amplifi -
cation and attenuation of dynamic eff ects.

3. It was shown that targeted modifications to 
the physical and geometric properties of the material 
(moduli of elasticity, density, segment lengths and num-
ber of layers) enable the generation of specifi ed ampli-
tude-frequency characteristics of wave fi elds. 

4. A comparison of analytical solutions with the re-
sults of numerical modelling in ANSYS Mechanical 
APDL demonstrated good agreement between them. 
The average norm of the diff erence between the ana-
lytical and numerical calculations did not exceed 
5 %. Detailed fi nite element calculations showed that, 
for the model under consideration, the fi nite element ap-
proximations converge to the analytical solution.

5. The results obtained open up broad prospects 
for engineering applications. By controlling the hetero-
geneity parameters, it is possible to design seismic bar-
riers, waveguides and fi lters with predefi ned dynamic 
properties, thereby increasing the structures’ resistance 
to vibration and seismic eff ects. Thus, the analytical so-
lution developed and the proposed method for numerical 
modelling of the wave dynamics of discretely inhomo-
geneous rods can serve as a basis for further theoretical 
research and applied developments in the fi eld of wave 
dynamics of inhomogeneous materials.
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